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N. J. Lobatschefskij. 



§ I. Die uiigeniigeiKle Begriindiiiig der gewöhnlichen 
Parallelentheopie, 

[617] Die Begiiffe, auf welche man di« elementare Geo- 
metrie begründet, sind nicht gentigend, um darans einen Beweis 
des Satzes ahzuleiten, dass die Summe der drei Winkel eines 
jeden geradlinigen Dreiecks zwei rechten Winkeln gleich ist, 
ein Satz, an dessen Wahrheit bisher niemand gezweifelt hat, 
weil man keinem Widerspruch in den Polgenmgeii begegnet, 
die mau daraus abgeleitet hat, und weil die directen Meaaungen 
der Winkel der geradlinigen Dreiecke innerhalb der Fehler- 
grenzen der vollkommensten Beobachtungen mit diesem Satze 



Die Unzulänglichkeit der Grundbegriffe für den Beweis 
dieses Satzes hat die Geometer gezwungen, ansdrtlcklich oder 
versteckt Hülfsaunahmea zuzulassen, die, wie einfach sie auch 
scheinen mögen, nichtsdestoweniger willkürlich und daher un- 
zulässig sind. So nimmt man z, B. an, dass ein Kreis mit 
unendlich grossem Halbmesser in eine gerade Linie tlbei^eht 
und eine Kugel mit unendlich grossem Halbmesser in eine 
Ebene, dasa die Winkel jedes geradlinigen Dreiecks nur vom 
Verhältnisä der Seiten abhängen nud nicht von den Seiten 
selbst, oder endlich, wie das ge'wöhnlich in den Anfangsgründen 
der Geometrie geschieht, dass mau durch einen gegebenen 
Punkt der Ebene nur eine einzige pai'allele Gerade zu einer 
andern in der Ebene gegebenen Geraden ziehen kann, während 
alle andern Geraden, die durch denselben Punkt und in der- 
selben Ebene gezogen sind, wenn sie genügend verlängert sind, 
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6 K. J. Lobatscliofskij. 

die gegebeDC Gerade nothwendig scliueideu müssen.^) Man 
versteht unter dem Namen: zu einer andern gegebenen Geraden 
parallele Gerade eine Gerade, die, wie weit man sie auch nach 
beiden Seiten verlängern möge, niemals diejenige schdeidet, 
zu welcher sie parallel ist. Diese Brkläning ist an nnd ffir 
sich ungenügend, denn sie kennzeichnet nicht genug eilte 
einzige gerade Linie. Dasselbe kann man sagen von den 
meisten Erklärungen, welche gewöhnlieh in den Anfangsgründen 
der Geometi'ie gegeben werden, denn diese Erklüi-nngen zeigen 
nicht nnr nicht die Entstehung derjenigen Grössen an, welche 
man erklärt, sondern sie zeigen aneh nicht einmal, daaa diese 
Grössen bestehen können. So erklärt man die gerade Linie 
und die Ebene durch eine ihrer Eigenschaften, man sagt, dass 
die geraden. Linien diejenigen sind, welche völlig znsammen- 
fallen, wenn sie zwei Punkte gemein haben, das» eine Ebene 
eine Fläche ist, [618] mit der eine gerade Linie immer zu- 
sammenfällt, sobald die Gerade zwei Punkte mit ikr gemein h:ü. 

§ 2. Nene BegPäiiAuiig der Paralleleiitlieorie. 

[Gerade.] Statt die Geometrie mit der Ebene und der ge- 
raden Linie zn beginnen, wie man es gewöhnlich machte habe 
ich es vorgezogen, sie mit der Kngel nnd dem Kreis zn be- 
ginnen, deren Erkläinngen nicht dem Tade! unterworfen sind, 
unvollständig zn sein, weil sie die Entstehung» art der Grössen 
enthalten, welche man erklärt, 

[Ebme.] Dai-anf erkläre ich die Ebene als den geome- 
trischen Ort der Schnitte gleicher Kugeln, die um zwei feste 
Punkte als Mittelpunkte beschileben sind. Endlieh erkläre ich 
die gerade Linie als den geometrischen Ort der Schnitte von 
gleichen lüeisen, die alle in derselben Ebene gelegen nnd iim 
zwei feste Punkte dieser Ebene als Mittelpunkte beschrieben 
sind. Nimmt man diese Erklärungen der Ebene und der ge- 
raden Linie an, dann kann die ganze Lehre von den Ebenen 
und den Loten auseinandergesetzt und mit grosser Einfachheit 
und Kurze bewiesen werden. 

[Paralldß.] Wenn eine Gerade und ein Punkt in einer 
Ebene gegeben ist, nenne ich Parallele zur gegebenen Ge- 
raden, gezogen dm'ch den gegebenen Punkt, die Grenzgerade 
zwischen denjenigen unter den Geraden (die in derselben Ebene 
durch denselben Punkt gezogen sind und auf der einen Seite 
des von diesem Punl^t auf die gegebene Gerade gefällten Lotes 
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verlängert sind), welche sie aelineideu, iiud denen, welclie sie 
nicht schneiden. 

Ich habe eine ToUatündige Theorie der Parallelen ver- 
öffentlicht nnt«r dem Titel »Geometiische Unterauchungen zur 
Theorie der Pai-allellinien, Berlin 1840. In der Finoke'sohen 
Buchhandlnng. « '') In dieser Arbeit habe ich zuerst alle Lehr- 
sätze auseinandergesetzt, die ohne Hülfe der Lehre von den 
Parallelen bewiesen werden können. [Inhalt des sphänscheu 
Dreiedcs.] Unter dieaen Sätzen ist deijen^e besondei-s be- 
merkenswerthj der die Beziehung des Flächeninhalts jedes sphä- 
rischen Dreiecks zur Obei'fläclie der ganzen Engel anhebt, auf 
der es gezeichnet ist (Geometrische ünteranohnngen § 27). Wenn 
Ä, B, G die "Winkel eines sphärischen Dreiecks )}ezeiclmen und 
fv zwei rechte Winkel, dann wird das Verhältniss des Flächen- 
inhalts dieses Dreiecks zum Flächeninhalt der ganzen Knge!, 
der es angehört, gleich sein dem Verhältniss von 

^{A + B+C-tt) 

zu Tier rechten Winkeln.*) 

[Win/celswmme im Di-meckl] Sodann beweise icli, daas die 
Summe der Winke! jedes geradlinigen Dreiecks niemals zwei 
rechte Winkel fiberireffen kann [Geometiüsehe Untersuchungen 
I 19)^) und dass, wenn diese Summe in einem beliebigen 
Dreieck zwei rechten Winkeln gleich ist, sie es in allen sein 
wird [Geometrische Unterauchungen § 20). ^) \ So giebt es nui- 
zwei mögliche Voraimsetzungen: entweder ist die Summe der 
drei Winkel in jedem geradlinigen Dreieck zwei rechten 
Winkeln gleich, diese Voraussetzung giebt die [619] bekannte 
Geometrie, oder in jedem geradlinigen Dreieck ist diese Summe 
kleiner als zwei rechte Winkel, und diese Annahme dient zur 
Grundlage einer andern Geometrie, der ich den Namen imaginäre 
öeometi'ie gegeben hatte, aber die man vielleicht paaaender 
als Pangeo.metrie bezeichnet, weil dieser Name eine allge- 
meine geometrische Lehre bezeichnet, welche die gewöhnliclie 
Geometrie als besonderen Fall enthält. [ {Pardldwmkel.] Es 
folgt ans den in der Pangeometrie angenommenen Grundlagen, 
dass ein Lot p, welches von einem Punkte einer Geraden auf 
eine ihrer Parallelen gefällt ist, mit der ersten zwei Winket 
bildet, von denen der eine spitz ist. Ich nenne diesen Winkel 
Paralielwinkel und die Seite der eraten Geraden, wo er 
sich befindet, eine Seite, die fUr alle Punkte dieser Geraden 
dieselbe ist, Seite des Paralleliamus. Ick iiezeichne diesen 
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Winkel mit ü [p] , weil er von der Länge des Lotes abhängt. 
In der gewöhnlichen Geometi'ie hat man immer n{p) gleich 
einem rechten Winkel ftlr jede Länge von p. In der Pan- 
geometrie durehlänft der Winkel n{p] alle Werthe von Nnll 
an, welcher Werth p =: co eatapricht, bis zu n{p) gleich 
einem reehten Winkel, fflv p = (Geometiisehe Untersnehnngen 
§ 23). Um der Function II{p] einen allgemeineren analy- 
tischen Werth zn geben, nehme ich an, dass der Werth dieser 
Function für negatives p, ein Fall anf den sieh die urspillng- 
üche Erklärung nicht anadehnen läast, festgesetzt ist durch 
die folgende Gleichung: 

n{p} + ni-p} = 7>;. 

So kann man für jeden Winkel Ä'^0 und <:^ ft eine Linie p 
finden, so dass n{p] = j1, wo die Linie p positiv sein wird, 
wenn Ä <C ^'''C. Umgekehrt gieht es für jede Linie pi einen 
Winkel A, so dass Ä = JTfp). [Der GresKsfo'öis.] Ich nenne 
Grenzkreia den Kreis, dessen Halbmesser unendlich gross 
ist, er kann nähemngs weise gezogen werden, indem man anf 
die folgende Art so viel Punkte davon als man will zeichnet. 
Nehmen wir einen Punkt anf einer unbegrenzten Geraden, 
nennen wir diesen Punkt Seheitel und diese Gerade Axe des 
Grenzkreises, zeichnen wir einen Winkel Ä'^0 und <C-s"^^ 
dessen Scheitel mit dem Scheitel des Grenzki'eises zusammen- 
fällt, und dessen einer Schenkel die Axe ist, sei endlieh a die 
Linie, welche giebt II {a) ^ A, und tragen wir auf dem zweiten 
Schenkel des Winkels vom Scheitel ans die Strecke 2a ab, 
dann wird der. Endpunkt dieser Strecke sich anf dem Grenz- 
kreise befinden; um den Zug des Grenzkreises nach der an- 
deren Seite fortzusetzen, wird man diese Construetion anf dieser 
Seite wiederholen müssen. Es folgt, dass alle Geraden pai'allel 
zur Ase des Grenzkreises als Axe dienen können. ') [Die 
Gf-enxkugel.] Die Drehung des Grenzkreises um eine seiner 
Axen erzeugt eine Fläche, die ich Grenzkugel nenne, und 
die folglieh die Grenze ist, der die Kugel sich nähert, wenn 
ihr Halhmessei' ins Unendliehe wächst. Wir werden die Dre- 
hungsaxe, und folglich auch alle [620] Geraden, die zur Dre- 
hungsase parallel sind, Axen der Grenzkugel nennen, und Dnrch- 
meseerebene jede Ebene, die eine oder mehrere Axen der 
Grenzkngel enthält. Die Schnitte der Grenzkugel mit ihren 
Durchmesser ebenen sind Grenzkreise. Ein Theil der Ober- 
fläche der Grenzkugel, der durch drei Bogen von Grenzkreiseii 
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begrenzt wird, wivd Gi'enKkngeldreieck genannt, die Grenzkreis- 
bogen werden Seiten, und die Kantenwinkel zwischen den 
Ebenen dieser Bogen Winkel des Grenzkugeldreiecks genannt. 
[Paraüdisnius dreier Geraden.] Zwei Gerade, die einer dritten 
parallel sind, sind unter elnaaider parallel. ^) (Geomeblache 
Untersncliuügen § 25.) Ea fo^t daraus, daas alle Axen des 
Grenzki-eiaes und der Grenzkugel unter einander parallel sind. 
[Geometrie auf <hf Gi'eaizhigel.] Wenn drei Ebenen sieb zu 
je zweien in drei pai-allelen Geraden schneiden, und wenn man 
jede Ebene begi'enzt auf den Theil, welcher zwischen den 
beiden Parallelen gelegen ist, dsuin ist die Summe der drei 
Kanteuwinkel , welche diese Ebenen bilden, zwei rechten 
Winkeln gleich. ^) (Geometilsehe Untersuchungen § 28). Aus 
diesem Satze folgt, dass die Summe der Winkel jedes Grenz- 
kugeldreiecks zwei rechten Winkeln gleich ist, rmd alles, was 
man in der gewöhnlichen Geometrie über die Verhaltnisse der 
Seiten der geradlinigen Dreiecke beweist, kann folglich auch 
auf dieselbe Art in der Pangeometrie von den Grenzkugel- 
dreiecken bewiesen werden, indem man nur die der einen Seite 
eines geradlinigen Dreiecks parallelen Geraden ersetzt durch 
Grenzkreiabogen , die durch die Punkte der einen Seite eines 
Grenzkugeldreiecks gezogen sind und alle denselben Winkel 
mit dieser Seite bilden. Wenn also zum Beispiel jjjr die 
Seiten eines Grenzkugeldreiecks und P, Q, \7t die diesen Seiten 
gegenltb erntenden Winkel sind, so muss mau genau wie für 
die geradlinigen rechtwinkligen Dreiecke der gewöhnlichen 
Cieometrie die toigeuden Gleichungen annehmen 

■fl = )■ sin P = V cos 
5^reosP=:rsinO 



I von ■r.wei Parallelen.] In der gewöhnlichen Geo- 
meü'ie beweist man, dass der Abstand von zwei parallelen 
Geraden conatant ist. 

In der Pangeometrie nimmt dagegen der Abstand p des 
Punktes einer Geraden von der parallelen Geraden nach der 
Seite des Parallelismus ab, d, h. nach der Seite, zn der der 
Parallelwinke! n(p) gewendet ist. "*) 
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[Grenzkrewhogen Awisdwn Paralldeti.] Seien jetzt s, s', s", ... 
eine Röihe von Grenzkreisbogen, die zwischen zwei parallelea 
Geraden enthalten sind, und nehmen wir an, dass die Tbeile 
von jeder Parallele, die zwischen zwei aufeinanderfolgenden 
Bogen enthalten sind, [621] alle unter einander gleich sind 
und gleich x, nennen wir S das Verhältnias von s zn s' 



wo E eine Zahl ist, die grösser ist als die Einheit. 

Setaen wir zueret U ^ — , wo m und n ganze Zahlen 

aind, und tlieiien den Bogen s in m gleiche Theile. [Fiff. I.] Sei 
AB der erste Theil von s, 
Ä'B' der erste Theil von s', 
Ä"B" der erste Theil von s" 
u. 8. f., wo A, A\ A", . .. 
die Punkte sind, welche auf 
einer der heiden gegebenen 
Parallelen gelegen sind, nnd 
legen wir A'B' deraii auf AB, dass A und Ä' znsammen- 
fallen, nnd dass A'B' auf AB fiUlt. Wiederholen wir diese 
Aufeinanderlegnng w-mal nach' einander. Da nach Voraus- 
setzung s:s' = n:m, so wird nothwendig nA'B'= m AB seia, 
Und da folglieh das zweite Ende von A'B' naoli der «-ten 
UebereinanderlageiTing mit dem anderen Ende von s zusammen- 
fällt, weiches in n gleiche Tlieile getheilt sein wird, so werden 
s', s", . . . auch jedM in m gleiche Theile getheilt durch die 
Parallelen zu den gegebenen parallelen Geraden. Wenn man 
aber bedenkt, dass, indem man die oben angegebene Ueber- 
einanderlagerung ausführt, A'B' den Theil der Ebene mit sich 
nimmt, der in diesem Bogen und den beiden Parallelen, die 
durch seine Endpunkte gezogen sind, begi'euzt wird, so ist klar, 
dass, während si-mal A' B' den ganzen Bogen s bedeckt, nA' B" 
den ganzen Bogen s' bedecken wird und so weiter, weil in 
diesem Falle die Parallelen zusammenfallen müssen im ganzen 
Verlaufe, so dass man hat 

nA''^' = mA' B', 

oder was dasselbe ist 
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was bewiesen werden sollte. 

Um dasselbe zu beweisen in dem Falle, wo .PI eiue irra- 
tionale Zahl ist, wird man eine der Metlioden anwenden können, 
die in ähnlichen Fallen der gewöhnlichen Geometiie gehräueh- 
lieh sind, ich l^se die Einzelheiten, der Kflrze halber weg. 
Also iat 

* =^ = 477 = = -K. 

llaiiaoh ist es nicht schwer zu scliliesseu, dass 
s' = sE-^ , 

[622] wo E der Weiih von s:s für den Fall, wo a;, der Ab- 
stand zwischen den Bogen s imd s', der Einheit gleich ist. 

[ßi-enzb-eissector.] Es muss bemerkt werden, dass das Ver- 
hältnis» E nicht von der Länge des Bogens s abhängt nnd 
dasselbe bleibt, wenn die beiden gegebenen parallelen (üeraden 
sich von einander eutferaeu odei' sich einander nähern. Die 
Zahl E, welche nothweudig grösser als die Einheit ist, hangt 
nur von der Einheit der Länge ab, welche der Abstand von 
zwei anfeinanderfolgenden Bogen ist, und die vollkommen will- 
kürlich bleibt. Die Eigenschaft, die wir soeben in Bezug auf 
die Bogen s, s', s", . . . bewiesen haben, bleibt bestehen fftr 
die Flächen P, P', P", . . . , die begrenzt sind von zwei anf- 
einanderfolgenden Bogen, und die beiden Parallelen. Man hat 

P' = PE-'-^ . 

Vereinigen wir die n ähnlichen Flächen P, 1-", 1'", . . . pi"''), 
so wird die Siimme sein 



1 — E-^ 

Für n = CO giebt dieser Ausdruck den Flächeninhalt des 
Theiles der Ebene zwischen zwei parallelen Geraden, der nach 
der eben Seite durch den Bogen s begrenzt wird nnd unbe- 
grenzt ist nach der Seite des Parallelismiis hin, und der Werth 
dieser Fläche wird sein 
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1 — E'"" 
Wähleu wir jus Fläelieneinheit die Fläche F, welche eine 
]>ogen vou dev Länge Eins und dem Wevthe a; ;= 1 entsp rieh 
so wird sie allgemein filr pineu belieliigen Bogen s 



In der gewöhnlichen Geometrie ist das mit E bezeioLnet« Ver- 
hältnisa constant und dei' Einheit gleich; es folgt daraus, dass 
in der gewöhnliclien Geometrie zwei parallele Gerade überall 
denselben Abstand haben, und dass die Fläche des Theiles 
der Ebene, welcher zwischen den beiden parallelen Geraden 
gelegen ist, und nnr auf der einen Seite begi'euzt ist durch 
das ihnen gemeiasame Lot, unendlich igt. 

§ 3, Geradlinige, spliärische iiiid (Trpiizkugel-Drdecke. 

[Bas gei-adlinige rechtwinklige Ih-eieck.] Beti'achten wir jetzt 
ein geradliniges rechtwinkliges Dreieck, dessen Seiten a,b,c 
sind, während Ä, B, -^jt die diesen Seiten gegentlberli^enden 
Winkel sind. Die Winkel AB können als Parallelwinkel 
ll{a], n{ß) anfgefasst werden, die Geraden von den positiven 
Längen a, ß entsprechen. Kommen wir noch fiberein, von 
jetzt ab dnrch einen Buchstaben mit einem Äcoent eine Skecke 
zn bezeichnen, deren Länge einem [623] Parallelwinkel ent- 
spricht, welcher das Complement zu einem rechten Winkel ist 
von demjenigen Parallelwinkel, welcher einer Strecke entspricht, 
deren Länge mit demselben Buchstaben, ohne Äcccnt bezeichnet 
wird, so dass man immer hat 

JT(«) + JT(ß')=i;r, 
n{bj + n{b'} = l?r . 

■ [Fig. 2] mit /"(») den Tlieil 
einer Parallelen zn einer Ase des Greiiz- 
kreises, welcher eingeschlossen ist zwischen 
]''i^. 2. dem zn dieser Ase im Scheitel des Grenz- 

kreises eiTichteten Lot nnd dem Grenzkreiae 
selbst, wenn diese Pai'allele durch einen Punkt des Lotes geht, 
dessen Abstand vom Scheitel a ist, und sei endlich L{a] die 
Länge des Bogens vom Scheitel bis zu dieser ParaUele. 
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lu dei' gewölmliclieii Geometrie hat mau 
fla] = 
L[a] = a 
für jede Linie a. 

[Das cmgeliörige sphärische recMwmMige Ih-deok]. Zielieu wir 
[Mg. 3] znr Ebene des rechtwinkligen Dreiecks, deaaen Seiten 
mit a, b, o bezeichnet worden sind, 
das Lot -d-d', welchea durch den Sohei- ^, , ;>■ 

tel A dea Wiukela JT(«) geht. 

Lassen wir dnroh dieses Lot zwei 
Ebenen gehen, von denen die eine, 
welche wir die erste Ebene nennen 
werden, auch durch die Seite b hin- 
durchgeht, nnd die andere die aweite 
Ebene durch die Seite a. Zeichnen 
wir in der zweiten Ebene die Gerade t'ig. 3, 

BB' parallel za AÄ', die durch den 

Scheitel B des Winkels Uiß) hindurchgeht, und lassen wir 
eine dritte Ebene durch BB' und die Seite a des Dreiecks 
hlndurehgehen. Diese di-itte Ebene wird die erste in einer 
Geraden CO', die zq AA' parallel ist, schneiden. Nehmen 
wir jetzt an, es sei eine Kugel beschrieben um den Punkt B 
als Mittelpunkt mit einem wülkürliehen Halbmeaser, der aber 
kleiner ist als a, eine Kugel, die folghch die beiden Seiten a, r 
dea Dreiecks und die Gerade BB' in di-ei Paukten treffen 
wird, die wir so nennen werden: den ersten n, den zweiten m 
lind den dritten k. ' Die Bogen der grössten Kreise, welche 
die Schnitte dieser Kugel mit den drei dnreh B gehenden 
Ebenen sind, Kreise, die die Punkte n, m, k zu je zweien 
verbinden, werden ein rechtwinkl^ea sphärisches Dreiecfe bilden, 
dessen Seiten sein werden mn^=Tl{ß], km = n{e], hn^II[a). 
Der sphärische Winkel knm ist gleich JT(&} nnd der Winkel 
/(«(.« wird ein rechter sein. Da (Ue drei Geraden unter ein- 
ander parallel sind, so ist die Summe der drei Kantenwinkel, 
welche die von den Geraden AÄ , BB', CG' begrenzten 
Ebenentheile ^^'55', AÄGC, 55' CC" mit einander bilden, 
zwei rechten gleich. Es folgt daj'aus, daas der dritte sphä- 
rische Winkel mkn gleich IT(a') ist. Man sieht also, daas jedem 
[624] geradlinigen rechtAvinkligen Dreieck, deaaen Seiten a, h, « 
und dessen gegenflberiiegende Winkel ilfcr], T{.{ß), ^n sind, 
ein sphärisches rechtwinkliges Dreieck entspricht, deaaen Seiten 
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n[ß], J"i(e), n{a) sind, imcl mit den gegenüberliegenden Winkeln 
n{a'), II(b), ^7t. [Die einaitder fitigehöi'iff&rt g&iudMmgen reeht- 
wiiiMigen D^-eieeke.] Zeiclinen wir [Mg. 4] ein anderes gerad- 
liniges leohtwinkligea Dreieck, dessen 
zu einander reehtwinltUge Seiten «', 
a, dessen Hypotenuse g sei, während 
n{X} der der Seite a, iT(;i) der der 
Seite a' gegenüberliegende Winkel 
^ig- i- ist. Gehen wir von diesem Dreieck 

zum sphärischen Dreieck aber, wel- 
ches ihm auf dieselbe Weise entspricht, wie das sphärische 
Dreieck kmn dem Dreieck ABC entspricht. Die Seiten dieses 
sphärischen Dreiecks sind fo^Iich 

JIM, ii(s), Jii«) 

lind die gegcnflberlieg enden Winkel 

"('-■), "M, J 

uud seine Stücke werden den entsprechenden Stücken des 

sphärischen Dreiecks kmn gleich sein, denn die Seiten des 
letzteren waren 

n(»j, im, ,II(r.) 

und die gegenüberliegenden Winkel 

"(»), -«(«'). f , 

was zeigt, dass die sphärischen Dreiecke dieselbe llypotenuse 
haben und einen anliegenden Winkel gleich. 
Daraus folgt, dass 



und es setzt also das Vorhandensein eines gersidlinigen recht- 
winkligen Dreiecks mit den Seiten 



iml den gegenüberliegenden Winkeln 

nia), Tl. Iß), - 



yGoosle 



(las Vorkanäensoin eines anderen geradliuigcn rechtwinklig« 
Dreiecks vorims mit den Seiteit 



[nd den gegenüb erliegenden Winkeln 



Man drückt dieselbe Sache aus, iEdem man sagt, dass, wenn 



[635j die Stücke c 



a, b, ö, u, ß 
8 geradlinigen rechtwi 



kligen Dreiecks sind, 



'. Grenzkngel cou- 
s rechtwinkligen 



die entsprechenden Stücke eines andern geradlinigen recht- 
winkligen Dreiecks sein werden. [Da« ^^ 
Dreieck auf der G^-eiixhugiil^ Wenn i 
afmii-en, [Fig. o] von der das auf der Ebene d 
Dreiecks errichtete Lot AÄ eine 
Axe iat nnd der Pnnkt A der 
Scheitel, dann werden wir ein Drei- 
eck haben, das auf der Grenakugel 
gelegen ist und erzeugt ist dnrch 
ihren Schnitt mit den drei Ebenen, 
welche durch die drei Seiten des 
gegebenen Dreiecks gelegt sind. Be- 
zeichne» wir die drei Seiten des 
Grenzkngeldreiecks mit p, q, r, so 
daas p der Schnitt der Grenzkngel 
mit der durch a, q der Schnitt der 
Grenzkugel mit der durch h, end- 
lich )■ der Schnitt der Grenzkngel 
mit der durch c gelegten Ebene ist; dann werden die diesen 
Seiten gegenüberliegenden Winkel sein: n[a) gegenüber p, 
IJ(a') gegentlberj und ein reeliter Winkel gegenflber r. Nach 
den oben [Seite 13, Fig. 2] getroffenen Verabredungen ist 
q = L{b), r ^ L(e]. Die Grenzkngel wird die Gerade CG' 
in einem Punkte schneiden, dessen Abstand von nacli den- 
selben Verabredungen ffi) sein wird, anf dieselbe Weise werden 
wir f[c) als Abstand des Schnittpunktes der Grenzkngel mit 
der Geraden BB' vom Punkte B haben. 
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Es ist leiclit /.u seliiin, i') dasa man haben wird: 

In dem Dreieck, dessen Seiten die Grenzljreiabogen p, q. r 
sind, werden wir haben 

p ^= r sin Jf(((] ; q = r cos7/((() . 

Miiltiiilieirt man die erste dieser GleicliiiDgen mit E^'-''\ so 
wird Ivomraeii 

pBfi^) = rnmn(a}Ef('''). 
Aber 

_;,£■/"('') = I,{a) 
imd folglich 

L{a] =rsinJT{tt) B/W . 

Auf dieseil>e Weise hat mau 

L{h) = r sin fl ;/J) E'W . 

Zu gleicher Zeit ist q = rii03n{a] oder, was dasselbe ist, 
1,(6] = r cos 7I(ß). Der Vergleich der beiden Werthe von 
L{b) giebt die Gleichung 

(Ij cosf/(a; = imn(ß]I':!'('". 

[626] Setzen wir h' fUr « und e für ß, ohne « zu andern, wag 
nach dem obeu [Seile 14] Bewiesenen erlaubt ist , so werden 
wir erhalten 

" coaJT(&') = sinJ7(c)SA") 
oder, da 

ji(i) + nii/) = ^ 

siiiJ7(4) = linn(e)««'"l. 

Auf dioäelbe Weise miiss man habeu 

smJI(<i) = smJI(c)BA'). 

Multiplieirea wir die letzte Gleichung mit ^/f"' und setzen 
wir f[c) an Stelle von /"(&) + /"(n) : das wird geben 

sinJII«) EA«) = BinnicJB«" . 
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Aber da in eiuem geradlinigeu rechtwinkligen Dreieck sicJi die 
anfeittandei' genkreeht stehenden Seiten in der Weise ver- 
ändern können, dass die Hypotenuse fest bleibt, so können 
wir in dieser Gleichnng a := setzen, ohne c zu ändern, und 
das ^ebt, indem wir bemerken, dass f[o) = und 77(0) = \n, 



für jede Linie o. 

Nehmen wir jetzt die Gleichnng (1} 

cosJT{«} = sinn(^)E/("> 

und setzen wir darin l:sin/T(ft) an Stolle vuu i'/'"), so wird 
sie die folgende Form annehmen 

(2) coa/r{«) sinn{ß; = 8inJT(,Ö) . 

Indem wir bier a, ß in &', e umändern, ohne « zu ändern, 
finden wir 

sinJI(ö) 9inJT(a) = ainil(c) . 

Die Gleichung (2) ^ebt, indem man die Biiclistaben darin 
vertauscht, 

C03JI(/i)sinJT(6) = sin/I[H). 

Veräaderu wir in dieser Gleichung ß, h, a m u, «', Zi', dann 
wird kommen 

(3) cosJT(c) cosn(«) = m%H.{b] . 
[627] Auf dieselbe Weise werden wir erbalten 

(4) eo8JI(c) eosJT(^) =- coäJI{«) . 

[Ämoendumj auf das reeMwinIclige sphänsohe Dreießk.] Die 
Gleichungen [2), (3), {4) beziehen sich auf ein sphärisches 
rechtwinkliges Dreieck, dessen Seiten wü- in der Folge mit 
ffij b, c bezeichnen werden, und die den Seiten a, b gegen- 
tlberliegenden Winkel mit^, B, ^7t sei c gegenüber. In den 
angeführten Gleichungen können wir a an Stelle von JT(/5), 
ö an Stelle von J7[c), o an Stelle von n{a], ^tc — ^ an SteUe 

Ostmald'B KlasBiker. 130. 2 
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von n{a), B an Stelle von i7(J) setaeii; auf diese Weises wird 
aus den angefülirteu Gleiclinugeu: 

(5] cosö sin A = cosB 

cos« C09& = eosc . 

Diu (Sleichnngeii (5) beziehüa sich auf ein spliäi'isdies i'echt- 
winldigea Dreiecli, wie es ans einem geradlinigen reclitwink- 
ligen Dreiecke abgeleitet werden kann, und dessen Seiten in 
Folge deasen nicht ^7t (iberscbreiten können. Fügen wir 
hinzn, dass, ■wenn wir durch deu Scheitel des Winkels A einen 
grössten ICi'eiahogen senkrecht znr Seite b ziehen, dieser Bogen 
den Bogen a oder seine Verlängerung so schneiden wird, dass 
jeder der Bogen vom Schnittpunkte bis zn b = \7t sein wird, 
nud der Winkel dieser Bogen b sein wird. Danach ist es 
nicht schwer zu schliessen, dass in einem sphärischen recht- 
winkligen Dreieck, wenn 

': <i —, man haben muss « <C „ ; ^ <C -„-- , 
wenn . = ^, > . ~ "^T^ ^ = f' 

endlich wenn '^ > Y' " ' " ** > "f ' ^ -^ T ' 

Es folgt daraus, dass, wenn wir annehmen «>^jr, man zu 
gleicher Zeit annehmen muss c^^/c; ä~^\tc. Verlängern 
wir in diesem Falle die Seiten «, c über die Seite b hinaus 
bis zu ihrem Schnittpunkte, so werden wir ein anderes sphä- 
risches rechtwinkliges Dreieck erhalten, dessen Seiten sr — a, 
b, 7t ^- sein werden mit den gegenliberliegendeu Winkein 
n — Ä, B, \ir:, d, h, ein Dreieck, auf welches die Gleichuageu 
(5) sich anwenden lassen. Aber die [688] Gleichungen [5) 
ändern ihre Foi-m nicht, wenn man darin [ti — a) ftir a, 
[7t — e) ffir e und tt — A für A einsetzt, was beweist, dass 
die Gleichungen (5) sieh auf jedes rechtwinklige sphärische 
Dreieelc anwenden lassen. 

[Das sehiefmMiffe apliäiisolie- DreiecJc.] Gehen wir zu einem 
sphäi'iachen Dreieck über, dessen Seiten «, ö, g mit 
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■den gegenüberliegenden Winkeln Ä^ B, G sind, ohne aiizu- 
uelimen, dasa einer der Winkel ein rechter ist, weil die Glei- 
«hui^en (5) gerade für diesen Fall bewiesen siud. 

Fällen wia- vom Scheitel des Winkels C einen gi-öasteu 
Kreiabogen p aenkreclit auf die Seite c. Dabei können die 
folgenden Fälle einti'eten; entweder fällt das Lot p in das 
lunere des Dreiecks, theÜt den Winkel in zwei Theile D 
und — D, and die Seite c in zwei Theile, x g^enüber }>, 
und c — X gegenüber C — B, oder daa Loth fällt ausserhalb 
des Dreiecks und fügt zum Winkel einen Winkel D nnd 
■einen Bogen x zur Seite c. 

Im ei-sten Falle wird das gegebene apbäriaclie Dreieck die 
Summe von zwei rechtwinkligen spliäri sehen Dreiecken sein. 
\Fig. 6.] Die Seiten dea einen dieser 
Dreiecke werden p, x, a, die gegen- 
■fiberliegenden Winkel B, D, i^jt sein; 
in dem andern werden die Seiten p, 
t' — X, b, die 



Winkel Ä, C — D, ^rt sein. Die 
Anwendung der Gleichungen [5) auf 
das erste Dreieck giebt 




ainp = 



"( sin li 



(A) 



sin X = sin a sin D 
eosj) MD-D = cosB 
cos a; sin £ = cosU 

cosa ^ coa;; eoaa: . 
Das zweite Dreieck liefert in derselben Weise 
sinj) = sini sin^ 
siufc — x] =^ sin/' sin (6' — D'\ 
cosp 3in(C — D] ^ maÄ 
oosp C08[C — k) = C03& . 

Die Vergleichung der beiden Werthe ¥on &mp in [AJ, (B] 

giebt so da au 

(ü) sin a sin ß = sinisin^. 

Die letzte Gleichung (B) dividirt durch die letzte der Glei- 
ehnugen [Ä] giebt 
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^629] aber die Zuaammensetzung der aweiteii, der dritten und 
der letzten der Gleiehimgen (Ä) giebt 

tanga; = taugßcosS. 

Die Vcrgleicliimg dieser beiden Werthe von tang x fiilirt uns 
auf die folgende Gleichung 



:7) 



cosö - 



cosacoso = sinasinccoaP . 



Wena das Lot p ausserhalb des Dreiecks fällt imd den 
igen X znm Bogen o hinzufügt nud den Winkel I) zum 
Winkel C, werden sich wieder zwei 
c rechtwinklige aphäriache Dreiecke bilden 
\Mg. 7]. Die Seiten des einen dieser 
beiden Di-eiecke werden j), x, a sein und 
die gegenttberUegenden Winkel n — B, 
D, ^71, die Winkel des andern werden 
sein ^), o-\-x,b die gegenüberliegenden 
Winkel A, C+D, ^sr. 

Die Anwendung der Gleichungen (5) 
auf das erste Dreieck giebt 

ainp = sin ü sin S 

sina; = sinasinZ* 

— eosß ^ eosj) sinD 

eosi? = cosa;äinS 

cos a ^= eosj; cosa; , 



Das zweite Dreieek, dessen Seiten p , a -\- 
gegeiitlb erliegen den Winkeln A, C-\-I), -^n , 
selbe Art 

sinjj ^= sin & sind 

sin{c + sj = sin6siu(C+I>j 

[D] cos J = cosp sin((7 + -ö) 

cos(C -[- D) = cos(c + x] &mA 

cos h = cosj) cos (c 4- ^) ■ 



h sind mit den 
liefert auf die- 
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Die Vei'gle irnii d b 1 u IV tlie von siej) in (C), (Dl 
giebt 70U 11 n m d Cl h n (6) wir folgern aus den Glei- 
cbimgen [C] [T j 



lind ans de tri b n n (C 

tu = — taoi! ff cos 5 , 
[630] Die ^ 1 b ng d es 1 den Wertbe von tanga; fübii 

uns von ne m f d Gl bun (7), welche so bewiesen ist 

(ebenso wi di b n f ! (jrleiebnng (6), gesebeben ist) 

für alle spba h n D km llgemeiDen. Die Gleichung (7) 

giebt durcl ^ t h n n 1 Buchstaben die beiden fol- 

-~ i =^ ini sine cos j1 

— Z= inßsinöeosO. 

Mnltiplieirt man die letzte mit cosö, fügt das Prodnct Ktir 
ersten und dividirt die Summe dnroh sinft, so kommt 

coaosiii't = sinccos^ + sina cosö cosf7; 
iiidem man darin an Stelle von sine seinen Werth 

sin C . 
sin = -; — : sin a 
smÄ 

entapre che nd der Gleichung (6) einsetzt, und sodann durch 
sin a dividii-t, so kommt 

(8} cotangtiainfi ^ ootangjl sinC-j- eos&cosC 

Ersetzt man hierin sin b dm-cb seinen Werth 
sinB 
sin j1 
inirl multiplicirt man die Gleichung sodann mit sin^lj so kommt: 

cosasini? = co3&eo3Csm-Ä + sinCoos^, 
woraus wir durch eine Vertauachung der Buchstaben folgern 

cosö siu^ ^ oosaeos(7ainS-J- ainCcosS. 

Die Entferiiiing von coa b aus den letzten beiden Gleiebungea 
fnhi't uns auf die folgende Gleichung: 

(9) coa a sin 7? sin C = cos B cos + cos A . 
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Die Gleichungen (6), (7), (8), (9) sind dieselben, welche maa 
gewöhnlich in der sphjtriaclieii Trigonometrie giebt, nnd die 
man mit Hülfe der gewöhnliohen Geometrie beweist. 

[GiUügkeit der spkm-isohm Tr^onometriB.] Es folgt aus dem 
was vorausgeht, daas die sphärische Tiigonometrie dieselbe 
bleibt, ob man nnn die Voraiissetznng annimmt, daas die Summe 
der Winkel in jedem geradlinigen Dreiecke [631] zwei rechten 
gleich ist, oder ob man die entgegengesetzte Annahme macht, 
dasa die Summe immer kleiner ist als zwei Rechte; das ist 
sehr hemei'kenswerth nnd gilt nicht fllr die ebene Trigono- 
metrie. 

\B&i-ecfmuiig der Fmiotion II{x).] Bevor wir die Gleichungen 
beweisen, die in der Pangeometrie die Beziehungen zwischen 
den Seiten und den Winkeln jedes geradlinigen Dreiecks aus- 
di-ücken, wollen wir ftlr jede Öü'ecke x die Form der Function 
suchen, die wir bis jetat mit II{x) ausgeditickt haben. Be- 
trachten wir deshalb [Mg. 8] ein gerad- 
liniges rechtwinkliges Dreieck, dessen 
Seiten a, b, c sind mit den gegenllber- 
liegenden Winkeln II{a], II{ß), ^m, 
verlängern wii' c über den Scheitel des 
Winkels n{ß) hinaus, und machen wir 
die VerlMgerung gleich ß. Das Lot, 
welches auf ß am Ende dieser Linie 
eiTichtet ist nach der Seite des Scheitel- 
winkels von n{ß} hin, wird a und seiner Verlängerung über 
den Scheitel von n{ß} hinaus parallel sein. Legen wir noch 
durch den Scheitel von il(ß) eine Gerade, die eben dieser 
Verlängerung von a parallel ist. 

Der Winkel, den diese Gerade mit c bilden wird, wird 
JI(c -|- ß] sein, und der Winkel, den sie mit b bilden wird, 
wird n{b) sein, und man wird die Gleichung haben 



Fig. 8. 



n(ö) 




^n(c + ß]-{-n(a}. 

Sehmen wir [Fig. 9] 'die Länge ß 
vom Scheitel des Winkels II{ß) aus, auf 
der Seite c selbst und errichten auf dem 
Ende von ß ein Lot zu ß nach der Seite 
des Winkels II{ß) hin, so wird diese 
I.jime parallel sein zur Verlängemng von 
a über den Scheitel des rechten Winkels 
hinaus. Ziehen wir durch den Scheitel 
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des Winkels iT[«) eiue Gerade, die parallel ist au der letzten 
SenkreehteD, die folglich auch parallel sein wird zu der zweiten 
Verlängei-ung von «. Der Winkel dieser Parallelen mit ß wird 
in allen Fällen J7(c — ß) sein und der Wickel, den sie mit 
li bildet, wird JT(fc) sein, folglich 
(JI') J7{t) = nie ~ß}- JT(e} . 

Es iat leicht, sich zu tiberz engen, dass diese Gleichung 
wahr ist, nicht nnr för o'^fl, sondern auch wenn c = ß 
nnd wenn e <^ ß. In der That, wenn e^ß, ao hat man 
einerseits IT.{e — ß) = II[Q)=^n^ auf der andern Seite 
wird das auf c im Scheitel von jrT[a) errichtete Lot parallel 
zti a, woraus folgt, dass n[b) = \7t — Tf.{(i) ist, was Über- 
einstimmt mit imserer .Gleiehnng. 

Wenn e <^ ß, so Avii'd das Ende der Linie ß Aber den 
Scheitel des Winkels JI[«) hinausfalleu, in eine Entfernung, 
welche gleich ist (^ — o. Das Lot au ß in diesem Ende von ß 
wird pai-allel zu a nnd zu der Geraden, die durch den Scheitel 
des Winkels JT(«) parallel [632] zn a gezogen ist, woraus 
folgt, dass die beiden Nebenwinkel, welche diese Pai'allele 
mit ß bildet, der spitze gleich JT[,^ — o), der stumpfe gleich 
JTfß) + II{b] sein werden. Aber die Summe der beiden 
Nebenwinkel ist immer zwei Rechten gleich; also 

mi! -,] + JT(«) + ji(i) = « 

oder 

nib) = ;r - n(ß — e]~ n{a] . 
Aber nach der Definition der Fimction lf{x] ist 

„-n(ß-.) = n(o-,i], 

was giebt 

ji(4) = n(c -ß)- nt«) , 

d. h. die oben gefundene Gleichung, welche so für alle Fälle 
bewiesen ist. 

Die Gleichungen {II], [11') können durch die beiden fol- 
genden ersetzt werden: 

n(c} = in(c-ii]-in(c + ii]. 

Aber die Gleichung (3) giebt ans 
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L- Gleichung au Stelle von //(/.), JT(a) ilire 

Ans dieser Gleichnag leiten wir die folgende ab 

tang'-^ilfe) = ia,ng ^ n (c — ß) taug {n{c + ß). 

Da die Linien c imd ß sich unabhängig von eiuantter in jedem 
geradlinigen rechtwinkligen Dreieck ändern können, so können 
\rä- nacheinander- in der letzten Gleichung ß = ^, e = 2ß . . . 
e = nß setzen, und Avir- folgern aua den ao abgeleiteten Glei- 
chungen, daaa im allgemeinen fflr jede Linie c und ftir jede 
positive ganze Zalil n 

tang"iJ7(e)=^tangt.rT(«e). 

Es ist leicht,- die Richtigkeit dieser Gleichung fflr negativea 
oder gebrochenes n zu beweisen, woraus folgt, dasa, wenn mnn 
die Längeneinheit so wählt, dasa 

tang^JT(a:) = c-' 

ist, [633] wo e die Basis der i\'epe''' scheu Logarithmen ist. 
miin für jede Linie x hat: 

tang-i-JT[a;) =^ (T^ . 

Dieser Ausdruck giebt Il{x) = \7i fUra; = ü und JI(a!) = 
für X ^ CO, JI[a;) ^ n für a; = — oo übereinstimmend mit 
dem, ■was wh- oben [Seite 8] angenommen und bewiesen haben. 

[AMiik>iistheot-e>medei-b-igcmomeäisekenFimeU(»ienvotiII[x}.] 
Der ftir taug ^ n{x) gefundene Werth giebt fflr jede Linie x 





sinJTH 


~,i_)_e-i 






C0SJ7W 


," - r" 






,'+," 




.-ei willkttrliche Strecken {x, y): 




8iiU/t 


" + <l]~ 


Biiiir(a;) Sil 


■Ji(s) 


l + eo»JIM 


cosJJ(s) 


amll{ 


.-,,) = 


sinnHsii 


'JIM 


T - »osJTH 


M..JJW 
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' ^^ 1 + cosJI(ai) cosJIM 
cos JltT - »1 - «»"M - »»»-UM 

[Dos gei-adiinige, reohimnlclw/e Ih-eiecL] Die Gleichniigeu 
(2), (3), (4), die -wir für ein rechtwinkliges spliäi-isches Dreieck 
gefanden haben, beziehen sieh aiieh auf ein geradliniges rechl^ 
winkliges Dreieck, dessen Seiten a, h, c sind mit den gegeii- 
tlberiiegeuden Winkeln JT{«), n{ß) iind -^jt. Ei^etzen wir 
also n{a] durch A, Tl(ß) dnreh 5, so werden wir für jedes 
rechtwinklige Dreieck, wo A der a gegen Hb erliegende, B der 
h gegenüberliegende und \7r der c gegentib erliegende Winkel 
ist, die folgenden Gleichungen erhalten: 

f sinJT(a) coa^ >= sinB 

(10) C0Sn(e)c03^ = C03JI(Ö) 

1 coaJI(c)cosB=co87I(a). 

Zu diesen Gleichungen fltgen wir noch folgende Gleichung, die 
auch oben [Seife 17] bewiesen worden ist, 

(11) ainJI(«)sinJT(&} = sinJT[c). 

[634] Die erste der Gleichungen (10] kann, indem mwn djuiii 
die Buchstaben unter einander vertauscht, so geschrieben 

sini7(i) coaB ^ sin^ . 
Setzt man darin den Werth von cosS ein, der jius der dritten 
Gleichung (10) entnommen ist, so kommt 

sin/r(6) cos JT(a) = sin^ co3J"/"(c) ; 
und indem wir ans dieser Gleichung mit Hülfe der Gleicliung (11) 
3inJJ(&) entfeiTien, werden wii' erhalten 

(12) tang JJ(e) = sin4 tangJT(«) . 

[Das gerofUimge schiefwinldigii Draieelc] Selen jetzt a, ?i, o 
die Seiten eines beliebigen geradlinigen Dreiecks und A, B, 
die diesen Seiten gegenüberliegenden Winkel. Fällen wir vom 
Scheitel des Winkels G ein Lot p auf die Seite o. Wenn p 
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in das Innere des Dreiecks föilt so dass ei den A\ mkel ü in 
Kwei Winkel D und C — D zertheilt und die Seite '' in zwei 
Tlieiie, X gegenüber B und — gegeniibei L — D, ao 
werden zwei i-eolitwinklige Dreiecke entsteheu Die Seiten 
des einen dieser Dreiecke werden j J- ' die gegeirilber- 
liegenden Winkel A, D, ^ ji sem die Seten des andern 
werden aein; p, c — x, a, die gegennb erliegenden Winkel B, 
a — D,^7c. 

Die Anwendung der Gleieliuug (12) auf das erste dieser 
Dreiecke giebt 

taBgiJ'fi) = sin^ tangJTijj) ; 
aus dem zweiten dieser Dreiecke entnehmen wir auf dieselbe Art 





tangJI(a) = sin 


BtmgUip], 








woraus 


wir aehliesaeii 










(13) 


sin ^ taug (J(a) = 


sinötaDgJ7(ö). 








Die Anwendung der Gleiohnngen (10) und 
erste Dreieck liefert 


(11) 


auf 


das 




oosi7(fi) cos^ 


= coaJ7(a;) 










sinJr(a;) 8inJT(^) 


= siuJI(ö), 








(las zweite Dreieck giebt 












3iTii2(j))sinJ7(c — 


X] = 3inJ3(a) . 









Setzt man in dieser ietaten Gleichung an Stelle von sißiT(e — x) 
seineu Werth, der ans der oben [Seite 24] gefundenen allge- 
meinen Formel für siniT(a; — y) entnommen ist, so kommt 





dniTIo) 
>mn(i,) 1 


™J7(,)sin 


n{x) 






-cosJJWt 


mn(x}' 




[635] woraus wir, indem v 


.ir einsetzen 








!in/r(y) - 


sinJTW 

imn{x) 








cf>all{x] ■ 


= cos ilfii) cos ^1 , 




<lie tolgei 


ide Gleidiiing ableiten 






(14) 1 


— coäi7{/JjcosJT{' 


!)cOS,d-?^ 


in/J(6)8injrH 
«l- TTUA 
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Die Gleichungen (t3) iintl fl4) bestätigen sich von seibat, 
weiia A = ^7C oder (lag Lot^; zusammenfällt mit der Seite b, 
(lenn in tliesem Falle ■wii'd die Gleicbung (13) auf die Ulei- 
chung fl2) znrückgetuhrt und die Gleichung fl4) auf die 
(ileichung (11), Gleichungen, die ftir alle geradlinigen recht- 
winkligen Dreiecke bewiesen ^loiden sind. Wenn das Lot p 
ausserhalb des Dreieiks auf die Verlängerung von e fällt, nnd 
zur Sti'ecke e eine Stiecke i hinzugefügt und ein Winltel D 
zum Winkel C, so bilden sich zwei rechtwinklige Dreiecke, von 
denen das eine die Seiten j?, x, b und die gegenübei'liegenden 
Winkel {tt — Ä], fl, ^^r, das andere die Seiten jj, c + x, a 
und die gegenüberliegenden Winkel B, 0-\~D, ^;r hat. 

Die Anwendung der Gleichung (12) anf das erste dieser 
Dreiecke giebt 

tangIT(6) ^ sin-4 tangJJ[p) . 
ins dem zweiten Dreieck entnehmen wir anf dieselbe 
W ^ii,e 

tingJ7(-j) = smPtangi7(j)) . 
Bliminut min f tng iTfjj) ans den letzten beiden Gleichungen, 
9u findet mau von neuem die Gleichung (13). Die Anwendung 
dei Gleichungen (10), (11) int Ais erste Dreieck liefert 
— Go-ilJlb co^ i = cosiT(a;) 

^mll[l) = ^m1J{x)smn{p); 
iiu4 dem /WLiten Dieieck entnehmen wir auf dieselbe Weise 
siniT(< ) = smiT(i)) sin JT(e + x] . 
Eisetzt mm m dieser Gleichung sin JT(c--i-a;) durch seinen 
Weith dei ins dei allgemeinen oben [Sdt624] fnr siaII{x-\-y] 
goiundenen Foimel entnommen ist, so hat man 

«n/T[i.)-l + eoaJ7(.)cosi7(^)' 
[636] Setzt man in diese Gleichung ein 

sinJIi») = ^-;^-M ; cosiTte) = — cos/7(ö) eos^ , 
*■" amn(a:) ' ' w i 

so kommt 

sinnig] 



Sin// (6) 1 — coe7T(6) cosJ7(c) cos^' 
1 Gleichling die identisch ist mit Gleichung [14J. 
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Die GJeieliuiigen (13), (14) sind so bewiesen für jedes 
geradlinige Dreieck. 

Die Gleicliung (14) giebt durch eine Vertansohung der 

Buchstaben 

-. IT/ \ ni \ o siuiT(c) smll(a] 
1 — mallle] cosilla) coaJ? ^= . „,,, ' ' - 

* ' ' ' sinrr{/>) 

Mnltiplieiren wir diesti Gleicliung gliedweise mit Gleiclumg (14), 
so finden wir 

1 — oo3JI(c) coa JT(ffl) C08-B — coBiT(ö) Gosn{c} oosA 

+ eosi7(a) eo3iI(ö) coa'iTfc) eos^ilcoaS = 8in*J7(c) 

oder 

cos= JT{c) — coa JT(c) eo8J7(tt) eoaS — coa/I(ö) co8J7(c) eos^ 

+ co3i7(«) co3i7(6) co8^iT(e) e03^ cosB = . 

Unterdrücken wir in dieser Gleichung deu gemeinsamen Factor 
coai7(c), 80 haben wir 

co3iT(e) + cosJ7{fl) &>^II{b] eosJ/(e) cos^ cos^ 

— cosJI(a) cosB — cos JI(&) cos^ = . 
Anf dieaelbe Weise finden wir 

cosJ7[a) + coaJTfa] cos JT(i) cos JI(c) cosB cos(7 

— coB Jr(ö) coa C — coa JI(c) eosS = . 

Multiplieii'en wir diese Gleichung mit cos Ä und ziehen wJr 
das Prodnct ab vom Product der vorigen Gleichung mit cos G, 
so werden wir haben: 

co3/T(ß) [cosj4 + coS-BcosC] =^ cosi7(c)[cos(7+ coa^^eosS] . 

Erheben wir die beiden Glieder dieser Gleichung ins Quadrat 
und dividiren wir danach mit coa^J7(i;), so nimmt sie die 
folgende Form an 

■ ■■■ , ■ - ,- .-[003.44- cos .B cos C)- ^rcoaC'-l-- cos vi cos ßl-. 
co3*7r(c) '- . L ' 

[637J Aber die Gleichung (13) giebt 
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Scteen wir in der vorletzten Gleichmig au Stelle vou — -— 
cos-J 
seinen diireh die letzte gegebenen Werth ein, so kommt 

sinM . 2_, , (coaC+eosScoaJj^ 
cos ma] + ^j^,sm JT(«) = j_-j-^__^-_^j 

um! folglich 

_siii^.B(3in'C' — ain".i) 



3in'J"/(a) 1- 



(coä-4 + cosBcos Gf 



Dividiren wir die beiden Glieder dieser Gleichung mit 
sin*C — ain^-i und ziehen wir die Quadratwurzel, so wird kommen 



- COS ß COS C 

ohne Zweidentigkeit des Zeichens, weil die beiden Glieder der 
letzten Gleichung alle beide positiv sind. In der That ist 
n{a]<:ift, S<?r, C<Jj:, woraus folgt, dass die Sinns 
dieser Winkel positiv sind; folglich 

coä^l + &oä[B + C) == 2cos-|(^ + ß-f C) oos^(ö + '.'— ,^1 . 

Aber .1 + S + (7 < yi" ; folglieh wird 

cos^(^ + -W+6') 
positiv sein ebenso wie 

eo3i(ß+C— ^), 

indem wir jedem der Glieder der letzten Gleichung die posi- 
tive ZaM sin B sin Hnzuftigen, finden wir 

cos ji + cos 5 cos (7 > . 

So ist in jedem geradlinigen Dreieck 

siuBainC 



[15} cos^l + co35cosa = 



ainir(a} 



Indem man die Gleichung (14) gliedweise mit der folgenden 
Gleichung multiplieirt, die daraus durch eine Vertaaschung der 
Buchstaben her vorg eilt 

Hei , rf/ 1 iTii-, n ain-'/(rt)siüiT(&) 

16) 1 — co3(/|a) eosJ/ 6 iimG = . ' , , , 

■ ^ ' sinJ7(c) 
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[638] kommt 

[1 — CöaJ2"(a) cosJ7[6}coä6'][l — co3T/(öl co3Jf(c) cosA] 
= sm-JT(öj, 
der man nach Auaftlhrung der im ersten Glied angegeljeneu 
Multiplication die folgende Form geben kann: 
ec>9*J7(6) — eo3i7(ß) eosJTf6jco3C — co3J7(t; cosJ7[c) co3-4 
+ cos^/7(ö) co9J7(a)co9iI(f| oos^lcosC = , 
oder imlem man mit cos 77(0) dividirt 

(17) C09 J7(ft) + cos77(a) eos77(&) C03i3[c; co3^ cos 6' 

— co977[a] cosG — cosTÜ'fe) coB-d = . 
Aber wir finden naeli der Gleiohnng (13) 

c '*77( = — otanf'77f«'; . 

' am I 

In diese ttle tliung können \s n ttU em J7(c) seinen aus Olei- 
chimg (16) entntmmenen \^el■th einsetzen; danaoli 

sm77(&)oo377fa)3inC 
'°'' ^'^'"[1 — coaJ7{ßjco97r(ö)co3 6']3in^' 

Die Einaetzung dieses Wertlies von C0377'[r;] in die Gleickung (17) 
giebt uns 

(18) cotang^sinCsin77(&)H-cosO= yJ. ': ■ 

Vereinigen wir die Gleichnngen [13), (14), (15), (18), weiche 
die Abhängigkeit zmsciien den Seiten und den Winkeln jedea 
geradlinigen Dreiecks ausdrücken, um ihre Anwendung zu er- 
leichtern 

sin^tang77((!) ^ sinB taiig77[ö) 

rrf^\ _., , . ain77(ö) sin77(c) 
1. — cos/7(;») cos J7[c) cos^ = . , ' 

(19) , , ^ ,, sin B sin C 

COSyl + COS 5 COS 6' = ■ 



cotang^ imCs'mil.(li) + cosC = - 



y Google 



Pangeomßtrie. 31 

Von diesen OleicliiiDgeii an wird dio Pangcometrie eine aua- 
lytiaclie Geometrie und bildet auf dieae Art eiue voUstäudige 
nnd deutliehe geometriache Theorie. [639] Die Gleichungen (19) 
dienen dazn, die krummen Linien durch Gleichungen zwiacheu 
den Coordinaten ihver Punkte darzustelleu, die Länge und deu 
Flächeninhalt von Cnrven, die Oberfläche und den Eanminhalt 
von Körpern zu berechnen, wie ich ea gezeigt habe in den 
wissenschaftlichen Abhandlungen der Uuiveraität Kasan für das 
Jahr 1829. i^) 

[Das un&ndlich Ideine Ih-eieck.] Es ist oben bemerkt worden, 
dass die Pangeometrie die gewöhnliche Geometrie giebt, wenn 
wir die Linien unendlich klein vorauaaetzen. Wir können jetzt 
diese Behauptung bestätigen. 

Fltr jede nnendlieh kleine Sti-ecke x können wir die fol- 
genden Häherungswerthe annehmen: 

ootang n(x) ^ X 

sin J/(a;) = 1 — ^x' 
cos 17 {k] = X . 
Betrachten wir die Seiteu des Dreiecks als unendlich kleine 
Grössen erster Ordnung und vernachlässigen wir unendlich kleine 
Grössen von höherer Ordnung ala der zweiten, dann werden 
die Gleichungen [19) nach Einsetzung der angenäherten Wertlie 
von 3inJ7(a), siniT[6) u. a. w. folgende Form annehmen: 
h ähiA = «siuB 

coa.4-|- coa(B + C) = 

a sin {A -\- ü) = b sin A . 

Die beiden ersten Gleichungen sind die bekannten Gleichungen 
der gewöhnlichen Trigonometrie. Die beiden letzten geben 



Analytische Geometrie der Ebene. 

Kreises.] Nennen wir, um ein Beispiel der 
Darstellung der krummen Linien durch Gleichungen zwischen 
den Coordinaten ihrer Punkte zu geben, ;; die Länge des 
Lotes, das von einem Punkte des Umfanges des Kreises vom 
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Eadms i aiit eiiiün festen Durchmesser dieses Ki-eises gefällt 
lat, und r den Theil dieses Diirchmesaers zwischen dem Mittel- 
punkte uud dem Fnaspunkte des Lotes y. Die AnweaduDg 
dei öleithung (11) auf das rechtwinklige Dreieck, dessen Seiten 
x, y, r sind, giebt 
[20) t,mJ7{t]smII{t/) = smn[i\, 

[640] was die Gleichuiia Aes Kreiite« in den rechtwinkligen 
Cooidmatea j., y ist Wenn wii üheiemkommen, x von dem 
einen Ende des Dmehmesseis ^na zu zahlen, so wird die 
Gleichung (20) 

9in/T[j — x] sinJI((/] = suij/(i) 
oder 

2 |V + .-■) = («•-« + ,-"«) (e» + e-Vj . 

[Gleichung des Grenzl,^-eises.] Dividiren wir diese Gleiciiung 
mit e'' und setzen wir danach r ^ oo, so erhalten wir die 
folgende Gtleielinng, welche die Gleichung des Grenzkreises ist: 

2 = [6>J -i- e-»] e-^ 
oder 

sinJ7{,(/) = tang-^77(3:). 

Es folgt aus der Erkläning des Grenzki'eisea , dass zwei 
Axen des Kreises, die durch die beiden Enden einer Sehne 
gezogen sind, gleich geneigt, sind gegen 
diese Sehne, eine Eigenschaft, die auch als 
Erklärung des Grenzki'eises dienen könnte, ^^) 
und woraus man auch die Gleichung dieser 
— — — Cui've ableiten kann, indem [i%. 10] man 
^~ d^ Dreieck beti'achtet, dessen Seiten x, y 

Fig. 10. und die Sehne 2a des Grenzkreises sind; 

die Winkel dieses Dreiecks weiden sein 
ll{a] — il{y) gegenüber a:, /r(ö) gegenflber «/, und -lit gegen- 
über 2ffl. Uebereinstimniend mit den Gleichungen (10) und (11) 
hat man in diesem Dreieck 

nmn{x) siniT(2/) = sinJT{2a) 
sinJI(a;) cos[iT(«) - n{y]] = sini7(«} 

sin J7(i;) cosJ7(ft) = sia!;n"(ß) — n{y]] . 
Die letzte Gleichung giebt 
(21) 2 taHgjr/(?/) = tangJ7(a) 
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lind die erste Gleielmng kann so geschrieben werden 

Sinnix) sinJTf«) = ^^° ^J„, , ■ 
^ ' ''" 1 + cos'JT(a) 

Setzt man in dieser Gleichui^ an Stelle von siii^JT((t), 
1 + cos*J/(o;) ihre Werthe in taiig^ilfa) und führt man den 
Werih von tang*JT(a) ein, der au3 der Gleichung {21; ent- 
nommen ist, so kommt 

2 tang^JT{?/) 



-1 Jl(at') = ^ 



H-2tang*JT(y] 
^641] und folglieh 

2 äio n(y]_^ 
■ 1 + 8in=il(^) ' 
■ ableiten 

[1 + ainJI(y)]' 
l+.in'J7(s) 

[i-,mnm' 

l + .in'JI(j,) 

Dividiren wir die letzte Gleicliung duroli die vorletzte und 
ziehen wir die Quadratwurzel, so werden wir haben 



im"') - - 



, „, ,, 1 — smUly) 



'" l + tangiJ7«l 
Das zweite Glied dieser Gleichung kann die folgende Form 

cos^If(3;') — sin|j7[a:') 
eosin(a!') + slniJI(a:') 
oder 

und folglich 

aiuJ7(i/) = tang^i7(a;), 
wie wir weiter oben [Seite 32] böwieaen haben. 

[Krdsumfang.] Um ein Beispiel der Längenmessnug von 
Cnrven zn geben, anehen wir den Ausdruck der Länge des 

Ostwaia-s KlaBsikor. ISO. 3 
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Umfanges eines Kreises vom Halbmesser )-. Ziehen wir zwei 
Halbmesser, deren Winkel im Mittelpunkte 2it:» ist, wo n 
eine ganze Zahl bezeichnet. KäUen wir vom Ende eines dieser 
Halbmesser ein Lotp auf den andern. Das Prodnot^» wird 
aich um so weniger von der Länge des Kreisumfanges unter- 
scheiden, je grösser w ist. Das rechtwinklige Dreieek, von 
dem p eine Kathete, '■ die Hypotenuse nnd 2 ft : w der p gegen- 
überliegende Winke! ist, giebt (Gleichung 13) 

sin--'^ = tangJ]"(})) = tangi7()-) . 

[642] Aber es ist bekannt, daaa 

lim In lim — j := 2 tf 

für M = CO, während 

— tangJT{^) = — ^ _-^-w 

und 

n[eP — e-P) = 2pn 

mit lim so grösserer Annäherung, je grösser n und je kleiner 
folglich p ist. Danach ^*) 

Kreisumfang (r) = np = 2/r eotgiT()-) , 
das heisst 

Kreisumfang {r) = (e'" — e"*") n , 
was für sehr kleines )■ ^ebt 

Kreisumfang {*■] = 2jrr, 
wie in der gewöhnlichen Geometrie, 

[Qrenxkrdsbogem.] Bestimmen wir noch den Bogen s des 
Grenakreises mit Hülfe der Coordinaten: y das von einem Ende 
des Bogena s auf die durch das andere Ende gezogene Axe 
gefällte Lot: x der Theil dieser Axe vom Scheitel des Bogeua 
bis zum Fasse des Lotes genommen. Es sei c die Sehne des 
Bogens s, es seien ebenso c,e^c,... die Seimen der Bogen 

— s. -TT^s, -r-fS--. Wir haben weiter oben bewiesen ( Glei- 
chung 21), dass 

cotgJJ{?/) = 2eotgJ/(-S-o) , 
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Achnlieh hat man 

catgnUe} ==2cotg-n"(^cJ 

eotgJT(|öJ = 2 eotgiT(^oJ 

cotgJr(^cJ = 2 ootg/T(|e,] 

und allgemein fflr jede positive ganze Zahl n 

cotgJT(|o„_,) = 2cotgiT(ic„), 
woraus wir sohliessen 

cotgJTfe) = 2''+'cotgiT(4c„). 
[643] Wenn n eine sehr grosse Zahl ist und c„ folglich 
eine sehr feleiue Linie, so werden wir haben 
2"-^'eotgJT(^cJ = 2"e„. 
Aber 

2" c„ = s für n = oo, 
woraus folgt, das9 
[22} s = cotgJ;(y). 

Bestimmen wir noch den Bogen s des Grenzkreisea mit 
Hlllfe des Theiles l der Tangente im Scheitel der durch das 
Ende des Bogens s gezogenen Ase, der zwischen dem Be- 
rührungspunkte und dem Schnittpunkte der Tangente mit der 
durch das andere Ende dea Bogena s gezogenen Axe liegt, 
d. h. bestimmen wir die fräher [Seite 22] mit L{t) bezeichnet« 
Funetion. In dem Di'eieek, deaaen Seiten c, t, f{f) sind mit 
den gegenflberliegenden Winkeln iT((), !E — -'■^(i^)) \^ — -'^(^'^)i 
finden wir, indem wir die (Gleichung 13) anwenden, 

sin ir(() tangir(ß) = 9,\uT[{\o) tang/Z"(i) . 
Aber wir haben gesehen, dass Gleichnng [21) 

tang.(/(ic)=.2tangJrfe), 
wozu wir die Bemerkung fügen werden, dasa 
_ sin'JJ(^c) 
■ 2cosJ/(^c)' 
und es kommt 

cosJ7(() = 2 cotgi7[-^c) 
d. h. in Folge der Gleichung (22) 

oosJT(<) = s = L[t). 



taug n[e\ 
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[Gleichung fiel Qeiadm'] Die Gleichnng der geraden Linie 
bat eine ziemhch umständlithe Foim, wenn man will, ilaaa aie 
allgemein itt nnd die geiade Linie darstellt, welches auch 
Bf 711g aut das Coordinaten System sein mag. 
Fällen wii [Fig. 11] von einem festen 
Pnnkte dei gegebenen Geraden ein 
Lot o anf die »--Axe und nennen wir 
L den Winkel, den dieses Lot mit der 
Geraden hildet. Nennen wir noch y 
das Lot, welches anf die x-Axq gefällt 
ist von einem anderen Punkte der ge- 
gebeuen Geraden, dessen [644] Abstand 
vom ersten Punkte l ist, sei endlich j 
beiden Loten gelegene Theil dei r-Asc 
;erade Ijinie dureh dat Ende von ir und den 
dio Länge des '1 heiles dei Ge- 
I beiden Punkten hegt Es nei- 
echt winkliges mit den Seiten 




Fie:, 11, 



der zwischen 

Ziehen wir ei 

Fusapunkt von y nnd sei ) 

raden, welche awisehen dies« 

den zwei Dreiecke entateken, 

a, X, r und den gegenüberliegenden Wmkelu, .1, X, ^ 

andere mit den Seiten y, r, l und den gegenllberliegendeii 

Winkeln L — X, G, ^ft — Ä. 

Die Anwendung der Gleichungen (10), (11) auf daa erste 
dieser Dreiecke gieht: 

siuJ7(^)ainr/(«) = ainJ/M 
aiuJ7"(a;)coaZ=ain^ 
sinJIfft] cos J. = wiX 
(iO^II{r}coiA = cosJ7(a;l 
cos/Z"(r)eo3A'=- JT(ö) . 
Aus diesen Gleichungen entnehmen wir: 

tangji = taug JT(3;] cosJ?[a) 
tangJ]f{r) ^=^ tangjr(a;j ainJT(a) eoa^ 

tang^ = tang U{a) wsn{x) 
coaJ7(a:j ^ coa JZ"(?-) eos^l 
ainX = ain n{a) cos J. . 

Die Anwendung der letzten der Gleichungen (19) anf daa zweite 
Dreieck liefert; 
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»otg (L - X) c»s 4 .in JT(,-; + sin ^ = ^5ig|| , 
woraus folgt, dass 

_^ coa/]r(r) 

co3JT(2/) — ootgjL — Z) cos^ siii/I(7) + ain^ 

__ cosilfr) [tangZ, — tangX] 

'^ [l + 1gLtgZ]cosJsin7I(«l3iiiJT(3:) + sm^[tgi — tgX] ' 

mdem man in diese Gleicliiuig an Stelle von tangX seinen 
Werth einsetzt, kommt 

cos JI{y} = cos n[r) [tangi — fang !!(«) coa JTfa:]]: 

{[1 -\- i^ L ig n(a)ooa II Ix)] oos^ sin7r(a) smir(t(;) 

+ sin^[fgi-tg77{«)eosJ7[a;)]} . 

1645] Setzen wir in diese Gleichting an Stelle von cos iT(r) 
seinen Werth ein, so finden wir, nachdem alle Vereinfachungen 



[PoroKefe xur x-Axe.] Wenn die gegebene Gerade der 
iB-Axe parallel ist, hat man L = n(a) und die Gleichung (28) 
wird die fönende Form annehmen: 

'^^~sinJ7(^) tangJT[3;) 
oder 
(24) coäi7(?/) = oosi7(a)6"^. 

Bezeichnen wir mit s, s' die Längen der beiden Grenz- 
kreiahogen zwischen der a;-As6 und der zu dieser Äxe par- 
allelen Geraden, von denen der erste a im Fusspunktc von a 
herflhrt und der üweite y im Fnaspuntte von y beriürt, so wer- 
den wir nach dem, wiK bewiesen [Seile 55] ist, erhalten 

. = CO»iI(«) 

s' ^= cosJT(i/), 
danach 

wo !c der Abstand zwischen den beiden Bogen s nnd s' ist. 
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Diese Gleichung zeigt, das» die Conatante E, die wir weiter 
oben {Seite li\ eingeführt haben , um die constante Beziehung 
von zwei Grenzkreisbogen zwischen zwei Parallelen zu be- 
zeiclinen, deren Abstand der Einheit gleich ist, gleich e ist, 
d. h. gleich der Basis der JVspfr'schen Logarithmen. 

Setzen wir in der Gleichung [23) a ^ und setzen it ^ L 
an Stelle von L, so werden wir haben 

co3JTf;/)^cotgi7(:c)eotgX. 
was folglieh die Gleichung einer Geraden ist, die durch den 
Coordinatenanfang geht, und einen Winkel L mit der a^Ase 
bildet, was mit der Gleichung [10] übereinstimmt. 

[Das geradUnige Viereck mit drei rechten Wmkeln.] Beti-achten 

wir jetzt [Mg. 12] ein Viereck, von dem zwei 8eit«n a, y senk- 

leeht auf der dritten Seite a; stehen. 

Sei c die vierte Seite und tp der 

Winkel zwischen a und c, während 

der Winkel zwischen o und y ein 

rechter ist. Ziehen wir ^e Diagonale r, 

die durch den Scheitel des Winkels (p 

■°- geht und durch den Scheitel des gegen- 

Fig. 12. Überliegenden rechten Winkels. Diese 

Diagonale theilt das Viereck in zwei 

rechtvnnklige Dreiecke. Die Seiten von einem [646] dieser 

beiden Dreiecke sind «, j-, r und die gegenüberliegenden 

Winkel A, X, ^rr; die Seiten des anderen sind y, c, r imd 

die gegenüberliegenden Winkel (p — -X, ^ir — Ä, ^it. 

Die Anwendung der Gleichungen (lOj, (11), (13) aiif das 
erste dieser Dreiecke giebt 

Isini7()-) ^ sinJ7(a) 3in/Z"[a;) 
sin^tangi7(a) = sinXtangJ/fa;) 
cos/Z"(r) cos .4 = cosilfa;) 
eos/r(r) cosX := cosJT(o) . 

Das zweite Dreieck giebt auf dieselbe Art die folgenden C!lei- 
chungen : 

I ämn{y] sin/7(c) = sinJT(i-) 

, , ] sinJTfy) eo8[(/) — X) = eos^ 

' ' ■[ C09JI{j-)co3(.^ — ;?) = cosJT(c) 

1 cosJT[j') sin^ = cosJT(;/). 
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Uie Gleichung {12} angewendet auf das erste Dreieck giebt 
j taiign"(r) = sinXtangJT[a:) 
^ I tangJT{j-) == ain^tangJIfa) , 

wälu'6Dd die Anwendung derselben Gleichungen auf daa zweite 
Dreieck liefert 

j tang J/{r) = 3in(</- - X) tang/Tfj/] 
' ' { tangiT()') = coa-itangJI[c). 

Bttzt man in der zweiten der Gleichungen (K) für sin/Tfr) 
seinen aus den Gleichungen (G) entnommenen Werth ein, so 
finden wir 

Die Einsetzung dieses Werthes von cos7J(j') in die lefate der 
Gleichungen (H) giebt 

(25) cosilfe) = 3inJ7:(a:) co3J/{a) , 

Dividirt man gliedweise die letzte der Gleichungen (H) 
durch die dritte der Gleichungen (G), so kommt 

cos n{y\ 

tmgA = ■ ■ ■■■ - ; 

coa JJ {x) 

[647] setzen wir in diese Gleichung den Werth, den wir soeben 
für cosII(y] gefunden haben, an Stelle von eoaJ7(y) ein, so 
werden wir erhalten 

tang-4 = tangJT(ai) coaJT(oi) . 

Dividii-t man die zweite der Gleichungen (G) gliedweise 
durch die letzte dieser Gleichungen, ao kommt 

tajig/rtangi7(3;) sin^i tang/Z(a) 

coaJT()-) cosJ7(«) 

Setzt man in dieser Gleichung an Stelle von ain^ seinen ans 
der letzten der Gleichungen (H) entnommenen Werth ein, so 
findet man: 

coaJ7(?/)tang.n"(a} „, . 
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Ei-setzt man endlich in dieaei letzten bleichnng coaII{y} 
dureli seinen weitei oben [Gkuhung 2S\ gefundenen Werth, so 
kommt 

tauRA = cosi7(j-j tangi3(ö 
Die Zus immenstellung dei zweiton der Gleichungen (H) mit 
dei eisten dei Gleichungen fL) gioht noch 

tangiT(i/) taug/J"(y] 

oder 

''^ co&A 

und wenn wir den durch die zweite der Gleichungen (K) ge- 
gebenen Werth von tang JT(r) einsetzen 

tai^[(/j — -X) ^ tang4tangJT(«)oosiT(»/) . 

Diese Gieiehnng nimmt, wenn man darin an Stelle von 
tangJ, tangX ihre weiter oben gefundenen Wei'the elnsetet, 
die folgende Form an: 

tangJ7(ffl) 
- eosiT(^) ■ 

Diese Gleichung zeigt, dass x immer reell ist, wenn der Winkel •[> 
gröaaer ist als JI(a) und kleiner als ein rechter, oder wenn 
7t — (p-:> n[a], it- — (p<i i^. 

[648] Der Weilt von coa-rr(a;) ist positiv, wenn ijs^v 
> Il[a] nnd die Strecke x iat folglich auch positiv; wenn aber 
|-;r>!r — y > JT(a), ao wird der Werth von cosir(x) 
negativ, und die Linie x ist auf der andern Seite dea Lotes a 
gelegen, 

[Das gmneinsatm Lot von Mv&i Oeraden^] Diea beweist, 
dass, wenn zwei Gerade, die in derselben Ebene geilen sind, 
einander nicht treffen, soweit man sie auch verlängert {ohne 
pai'allel zu sein), alle beide zu einer und derselben Geraden 
senkrecht sein mitasen;'*] alle Paare von Geraden, die in der- 
selben Ebene aind, und weder pai'allel noch senkrecht zu einer 
und derselben Geradeu, mllsaen sich nothwendig schneiden. 
Die Geraden, die in deraelben Ebene gelegen sieh nothwendig 
schneiden nach hinreichender Verlängerung, werden also nur 
diejenigen aein, für welche in jedem Punkte der Winkel, den 
die durch diesen Punkt gehende Gerade mit dem von diesem 
Punkte auf die andere Gerade gefällten Lote bildet, kleiner 



tang (p =: 



y Google 



41 

ist als der Parallel wiiütel , wcichei diesem Lote eafapiipht 
Mit Hülfe der vorausgelienden Eetultate ist e^ möglich die 
al^emeine Gleichung (23) dei geiaden Linie sehr 7U leiem- 
faehen in dem Falle, wo die berade, an dei dii. r.leichnn^ 
gehört, die a^-Axe nicht schneidet 

[Nem Fonn der Okichmig dsi (:reinden\ Es "iei a dis auf 
die x-Aie von einem festen, ^ber ^lUküiliLh aut dei gegebeneu 
Geraden angenommenen Punkte ans e;efällte Lot, L deijenige 
der beiden Winkel zwischen diesem Lot und dei Gei iden 
welcher nach der Seite dei positiven j, gelegen itf 'buchen 
wu' auerat eine Strecke l, so dasa 

cos JT[Q = tai)gJ7{a) cotg L , 

was immer möghth lat so lange als i > II{a} d h so lange 
dit, Gerade die J--Ase nicht sihneidet Tragen «u die^e 
Linie auf dei j. Axe vom Cooidmatenanfaiig ans nach dei 
Seite dei positnen odei negainen ' ab je naLh dem Zen-hen 
■von / EiiKhten wji im Ende dei Strecke l ein Lot auf dei 
\xe \eilängern wii e% bn es die gegebene Lmic tiifft, nnd 
sei b dei Theil liese^ Lotea dei zwisi hen dei gegebenen Ge- 
laden und dei X Ase hegt Dei Winkel, untei dem dieses 
Lot die gegebene Gerade tieffen ^ud ranis ein rechtei sein 
niih Gleichung [2bj Kommen wir jetzt tibere n den Fuss 
punkt de« Lotei b zam ( oordinatenaniaag 7u nehmen so 
weiden wn nach Gleichuiiff (25) haben 

(27) co3lZ"(ö) = C09lI"(»/)sinJJ(a:), 

was die al^emeine Gleichung einer Geraden ist, die die x-Axn 
nicht sehneidet. Wir- können in dieser Gleichung y = a und 
zu gleicher Zeit x ^ —l setzen, was giebt 

cos JT(fi) = co3JI(a) sini7(i) ; 

[649] diese Gleichung nimmt, wenn man an Stelle von cos T[.{b), 
9ini7(J) ihre Werthe einsetzt, die fönende Form an 

cos/T(j/) ain7Z"[«) = oosJI(c[) VI — tang*J/(a)cotg*L . 

Das zweite Glied dieser Gleichung wird imaginär, sowie 

tangJ7(ß) cotgI/]> 1 , 

d. h. für jede Gerade, welche die «-Axe schneidet. 
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g 5. Al^standsinessnugen. 

[Abstand von «uei Punkten ] Mit Hülfe dea Vor iing eben den 
können wii- die Aufgabe lösen, den Abstand von zwei Punkten 
zu finden, deren Lage in dei Ebene dnich ihre lechtwinkligen 
Coordinaten x, y und t', y' bestimmt ist Setzen wii zui 
Abkürzung 

^ l = J- C J)l ^ ij II 

Fällen wir [Fig 1j\ em Lot \om Ende ^on (/ auf >j', und 
bezeiühnen wir die Länge diese? Lotes mit q, während y^ 
den Theil ^on y' zwischen dei a'-Axe 
ifiAxe und dem Lotp q bezeichnet 

In Folge dei dleuhnngen (251 wei- 
dpn v,\\ hiben 

coai7(, ,_cosmj,)smJHJ^) 
cosJI(Ji) = co8JIi<,)«iiJIa) 1-) 
xjixe Nachdem man die Werthe von y und 

Fig. 13, q mit Hülfe dieaei Gleichungen bestimmt 

hat, wild dei ftesuehte Abstand der bei- 
den Punkte, den wii mit > bezeichnen, duich die folgende 
Gleichung gegeben lein, die man ans dei Kleichung Hl) ent- 
nimmt 

ainiT(r] = sin JT(y'- y,) sinilfe) . 

\Bog5'ml6m6nt.] Wenn Jx und Jy und fo^lieh q, r sehr 
klein sind, 90 daas man die höheren Potenzen dieser Grössen 
gegen die niederen veraachläasigen kann, so wird r das Linien- 
element ds einer Curve darstellen, zu dessen Anadmck man 
gelangt, indem man nimmt 

&\all[q) = 1 — -^i;^ 

sinJI[r) = l—\r^ 
siun{y'—yi] = 1 — l{y'—y,f , 
wonach kommt 



, = Yds' 



Uly) 

»»■JIM ■ 
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[650] Ftli' den Grenzkreia hat man 

iin n{y] = 6-^. 
[ßi-mixh-eisbogen.] Aus den allgememen Äusdrüeken, die 
smll{a] n. s. w. ala FTinetioa von a ausdrticken, und die weiter 
oben [Seite 34] gegeben worden sind, entnimmt man 

dn{a} = — 8inJJ(a] da , 
woraus man durch Differentiation der Gleicliung des Grenz- 
kreises findet 

sini7[?y) eosJTfe) dy = e"^ dx 
und 



indem man integrirt in Bezug auf x von x ^ an, ündet mau 

s = Ke'^ - 1 
oder anders 

Ä = cotgJI(i/) 

wie wii' es weiter oben [Seite 35, Gleichung S2] gefunden haben. 

[Polarcoardinaten.] Bezeichnen wir mit r den Abstand eines 
Punktes einer gekillinmten Linie vom Ooordinatenanfang und 
mit <p den Winkel, den dieser Abstand r mit der positiven 
a;-Axe bildet, so werden wir in dem Dreieck, dessen Seiten 
y, X, r sind, nach Gleichung (12] haben 

tangJI{r) = &iaipiwagll{y} . 

Nimmt man die Logarithmen der beiden Seiten dieser Glei- 
chung und differenzirt in Bezug auf y, ip, r, so kommt 
dy 

Aus dieser Gleichung entnehmen wir 

dy = jcotgy d(p + — - ■ ^ r ; ;j Cos //(?/) 
oder, indem wir an Stelle von cosiI(i/) seinen Werth in r und ip 
_ coa <p cos/Tfj-) dtp -|- ainc/i dr 
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Um dx iu )■ lind rp auszudrücken, nehmen wir (Gleiehung 10) 

coaJT(r) eo3f/> ^= eo3JI(3;) . 

[651] \Bogemelemeint m Polareoordmaten.] Die Differentiation 
in Bezng auf r, tp und cc der Logarithmen der beiden Seiten 
dieser Gleichung liefert 

^t-f- dr — tang m dy = — ■ „ .- , ■ dx , 

eosiT(t-) ^ y J cosJT(k) ' 

worans wir mit Hülfe der Gleichungen 

siiill(x) äinllly] = sin/r(r) 
cosJT(r) COB()0 ^ cosiJ(3:) , 
die folgende Gleichung entnehmen, die den gesuchten Werth 
auadrückt 

dx cosrp smn{r) dr — drp sinrp cotg/Z(r) 

sin n (y] " 1' 1 — co9'f/.cos*il(r) ' 

wonach 

ds = yJj-' + rf(j9'cotg^J7(j-). 

[ÄreisiMw/a»?,] Wir finden für den Kreis, indem wir 
annehmen, dass der Coordiuatenanfang im Mittelpunkte ist 
{da dr = 0) 

ds ^ dip eotgi7()') ; 

indem man integrirt von ip ^ bia (p ^ ^7C und das Resultat 
mit 4 multipliciit, finden wir den folgenden Auadruok für den 
Umfang des Kreises vom Radius r 

2?rcotgiT(r) , 
welches mit dem zusammenfällt, den wir weiter oben [Sdte 34] 
gefunden haben. 

[Kreismesstmg cmf der Grenxkuffd.] Nennen wir s den 
Bogen eines Grenzkreises, der von der x-Ase an gerechnet 
ist, so wird die Drehung von s um die ai-Ase einen Theil der 
Grenzkugel erzeugen, und das Ende dieses Bogens wird einen 
Kreisumfang beschreiben, der auf der Grenzkugel in derselben 
Weise bestimmt wird, wie der Kreis vom Radius r in der ge- 
wöhnlichen Geomeö'ie bestimmt wird, woraus folgt, daaa der 
Umfang gleich 2ircs sein muaa. Auf der andei'n Seite wird 
der Umfang desselben Kreises, wenn man ihn in seiner Ebene 
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betraebtet, wo das Lot j/, welches von dem einen Ende des 
Bogens 8 auf die Ase des örenzkreiaes gefällt ist, die als a^Axe 
dient und durch daä andere Ende geht, sein Halhtnesser ia', 
in der Pangeometrie gegeben durch die Foimel 

2nrcotJT(?y), 
woraus fo^t, daas 

s = aotn{y) , 
[6Ö21 wie es zuvor [Seite 35] tiewiesen worden ist. 

§ 6. Fläelienniessui^eii 

[Miichf'nelwient ] Um dat Flärhenelement zu finden theikn 
wii die Ebene durch bienzkieiae die alle zui Axe die ^ Aie 
haben so Uss dei A^=lt^nd jedes Gienzkieises von dem folgen 
den unendlich klein ist und durch (13, ausgedrückt \\Biden 
kann Es sei s dei Bogen eines d eaei (jienzkjeiae zwischen 
der j" Axe nnl emem Punkte emei gegebenen Gui-ve dessen 
too diuaten r / seien '^ei noch s der Bogen eines andern 
dieser Greuzkieise zwis hen dei r Vxe und einem Punkte 
dei gegebenen Cune bpstmmt duich die Coordiuaten x-{-dx, 
l + dj 

Der unendhch kleine Theil der Ebene zwischen s und s 
einerseits und zwischen der Carre und der a;-Ase andrerseits 
hat [vgl, Seite 12] zum Ausdruck . 

e.s dx 
dS = - 

oder, indem man einsefat s ^ cotg n{y) 
^g ^ edj entgJT(y| 

[Qrmixlcreisseftor.] Als Beispiel bestimmen wir die Fläche 
eines Grenzkreises, für den wir die Gleichung in reclit winkligen 
Coordiuaten gefunden haben [vgl. Seife 30] 



mit deren Hülfe wir den folgenden Ausduick für das Diffe- 
rential der gesuchten Fläche finden 



- dy cosi7(.i/) eotg77(!/) . 
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Integriit maE diesen Ausili'uck von y = an, so finden 
wir für die Fläche, die zwischen dem Bogen des Grenzkreises, 
der iC-Axe und der Ordinate y enthalten ist 

.>^ = j^ {cotg JIf2/) -^7V+ nly]) . 

Wir haben gesehen, dass der Theil einer Ebene, der 
zwischen zwei unbegrenzt verlängerten Parallelen nach der 
Seite des ParalleliBmns hin enthalten ist und begrenzt wird 
von einem Bogen s eines Grenzkreises, dem die beiden Paral- 
lelen als Äxen dienen, znm Äusdraok hat 
es ^ ecotgJT(y) ^ 

[Parallekt^-eifen.] Danach tinden wir für die Fläche, die 
zwischen zwei pai'allelen Geraden enthalten ist {in dfneu die 
eine senkrecht zu y ist), die dnrch die beiden Enden von y 
gezogen sind [653] und nach der Seite des Parallelisn in & un- 
begrenzt verlängert sind, die Furmel 

4«-ji(»). 

Mit Hülfe dieser Formel können wii' den Inhalt eines recht- 
winkligen Dreiecks als Function der Winkel dieses Dreiecks 
bestimmen. Seien dazn die Seiten des Dreiecks a, h, c nnd 
die gegenüberliegenden Winkel A =■ TI[a), B ^ iT-iß), -j'*; 
verläi^ern wir \vgl. Fig. 8, 'Seite 22] die Hypotenuse c über den 
Scheitel des Winkels II{ß) hinans und machen wir die Ver- 
längejTing gleich ß. Das auf ß im Ende von ß errichtete Lot 
wird parallel sein zur Verlängerung der Seite a, und der Inhalt 
des Theiles der Ebene, welcher zwischen diesen beiden nach 
der Seite des Parallelismua hin unbegrenzt verlängerten Pa- 
rallelen enthalten ist, und auf der andern Seite durch die 
Linie ß begrenzt wird, hat den Werth 

i«-jiif(). 

\Pr6ieokm,iÜKdt.] Ziehen wir jetet durch den Scheitel des 
Winkels A eine Parallele zum Lot, die folglich gegen c unter 
dem Winkel iT[e -|- ß) geneigt ist und auch parallel sein wird 
zur Verlängerung von a, so wird der Werth des Theiles der 
Ebene zwischen e -\- ß nnd den beiden nach der Seite des 
Parallelismus hin ins Unendliche verlängerten Parallelen sein 

l.„_JI(0+|»). 
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In derselben Weise ist der Theil der Ebene zwiachen b, 
der durch den Scheitel von A gezogenen Geraden und der 
Seite a mit ihrer Verlängerung 

= i» - ii(i) . 

Demnach wird die Summe von |>T—JT(/:f) und von ^;r — II[b) 
vermindei-t um -^n: — II[o-\-ß) der Ausdruck dea Flächeninhalts 
des Dreiecks sein, welcher also den WerÜi haben wird 

Wir haben aber bewiesen [Seite 22, Gleichung IT], dass 
JT(Ö) = JT(«) + n{e + ß] . 

Setzt man in den Ausdruck der Fläche des geradlinigen 
rechtwinkligen Dreiecks dieaen Werth an Stelle von JI{&) ein, 
so nimmt der Anadruck ^eser Fläche die folgende Form an 



iTT - n[a] ^ n{ß) , 

[654] d. h,, dass die Fläche eines geradlinigen rechtwinkligen 
Dreiecks gleich ist dem Unterschiede zwischen zwei rechten 
Winkeln und der Summe der drei Winkel des Dreiecks; woraus 
noch folgt, dass die Fläche jedes geradhnigen Dreiecks dem 
Ueherachnss von zwei rechten Winkeln Aber die Summe der 
drei Winkel des Dreiecks gleich ist. Das folgt daraus, dass 
die Fläehe jedes geradlinigen Dreiecks die Summe der Flächen 
zweier geradlin^en rechtwinkligen Dreiecke ist. 

[IiAalt des geradlmigm Polygons,] Es folgt aus dem Voraus- 
gehenden, dass der Flächeninhalt jedes Vierecks gleich dem 
Ueberschuas von vier rechten Winkeln über die Summe der 
vier Winkel des Vierecks, und im allge- 
meinen, dass die Fläche jedes Vielecks von 
n Seiten dem Ueberschuss von [n — 2)?r 
über die Summe der Winkel des Vier- 
ecks ist. 

Betrachten wir im Besondern [Mg. 14] 
ein Viereck, dessen zwei Seiten a, y alle ^ 

beide auf der dritten Seite x senkrecht Fig. 14. 

stehen, und dessen vierte Seite t auf der 
Seite a senkrecht steht und mit y einen Winkel bildet, den wu' 
mit w bezeichnen, 

[AnwendAmg auf Integrale.] Wir haben weiter olien be- 
wiesen (Gleichung 25}, dass zwiachen den Bestandtheüen einea 
solchen Vierecks die folgende Gleichung besteht 
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cos JT{a) ^ ^03 J?(y) ainJI(a;) . 
Betraohteu wir x, y als Verfin^erfiote, und a als Constante, 
so drückt sich die l^'läcjie dieses Vierecks, wie jede ebene 
Fläche , nach dem was oben bewiesen ist , aua durch das 
Integral'*) 

/ dx eofg l'I{y] 

das, angewendet auf den Fall, der nuä beschäftigt, wenn man 
den Werth von cotg-rr(?/). einsetzt, den folgenden Werft für 
die Fläche giebt 

/dx cos ff {a] 
, Vsia^ nix] — eos,^ n{a] ' 

während diese selbe Fläche, zu Folge des Satzes, der die 
Fläche jedes ebenen Vielecks als Function der Winkel ausdruckt, 

ist; das giebt 

(M) ifc — io = cosJYf*) /' "^^ ■ 

Jü >'sin^i7(a:) — cos^J7(a) 

Der Winke! lo, den die Seite t mit der Seite y bildet, ist 
durch die folgende Gleiclinng gegeben (Gleichung 26) 



taug tu = 



tangJTf);) . 

cosJf'x) ' 



,655| wir schreiben in der Gleichung (M) a an Stelle von iT{a) 
lind i' an Stelle von n{x), so wird sie i^) 

\rc-LO _P ^g_ 

cosn ./ sin f}/ Bin o"- — cos^^ 

wo ö eine consfante Grösse ist. 

Die Kiehtlgkeit des für dieses Integral gefundenen Werthes 
kann bestätigt werden dni'eh Differentiation. ^''] 

[JngencSierte Integralion.] Die Pangeometrie zeigt ao eine 
Methode an, die angenäherten Werthe von bestimmten Inte- 
gi-alen zu finden. 

Es sei gegeben das Integral 

f A dx , 
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wo A eine gegeljcne Function von x ist; um den Werth dieses 
Integrals zu berechnen, muss man ^1 = eotgJT(?/) setzen nnd 
die Werthe «/', y'\ y" ii. a. w. bestimmen, die den Weilhen 
x\ x", x" n. 8. w. entsprechen, welche willkürlich als late- 
gvationsgrenzeu genommen sind; dann muss man die Längen 
der Sehnen bereclmen, die die Endpunkte von y' und y", von 
y" und y" n. s, w. verbinden, und die Winkel, welche jede Sehne 
mit der Verlängerung der folgenden Sehne bildet. Die Summe 
dieser Winkel wird den angenäherten Werth des Integi'als gehen. 
\FläAsnelem&nt m ParaUekoordinaten amgedrückt.] Der 
Flächeninhalt des Theiles der Ebene, der zwischen einer ge- 
gebenen Geraden nnd zwei unter einander parallelen Geraden 
enthalten ist, die durch die beiden Enden der gegebenen Linie 
gezogen sind und nach der Seite des Pai'allelismua unbegrenzt 
verlängert sind, wird gleich ft: sein, vermindert nm die Summe 
der zwei Winkel, welche die beiden Parallelen mit der ge- 
gebenen Geraden bilden, weil die Figur als ein Dreieck mit 
einem Winkel HuU beti'aohtet werden kann. 
Die Fläche einer ebenen Curve kann in 
werden durch Gerade, die alle einer geg 
der ^^Axe, parallel sind. Ziehen wir [Mg. 15] 
durch das Ende der Abscisse x eine Gerade, 
die parallel ist zur y-Axe, so wird diese 
Gerade mit der a^-Axe einen Winkel = II{x) 
bilden, die dui'ch das Ende der Abscisse 
'Y -\- dx gezogene Gerade wird ebenso mit 
lei T Axe einen Winkel gleich JI(t+ h] 
lilden woiaus folgt dass die FIVhe des 
Theiles der Ebene dei zwischen dx and 
liesen beiden Faiallelen enthalten ist gleich 
ZJT(j) aem wild Sei jetzt u lie Linge li J" 

des Theiles dei ersten Parallelen welchci 
/wischen dei a, \se und dei Ciiive entbilten st so will dei 
zwischen den beiden Paiallelea und aii'^seihalb dei gegebenen 
Ciirve gelegene Pläehcntheil nach lern wai weitpr oben ['>e teil 
und Seite 46] bewiesen noiden ist, gleich 

— e-" dn{x) , 
[656"! woraus folgt, dass der Theil dieser Fläche, der zwischen 
der Curve und der x-Ase, gelegen ist, das heisst das Flächen- 
element dieser CniTe, den Ausdi-uck besitzt: 



i Elemente getheilt 
1 Geradon z. B. 



ffuixe 



dS = 



- (1 - e-") dn{x) . 



yGoosle 
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[Kreimiliall.] Um die Fläche des Kreises vom Radins r 
zu berechnen, mnsa man in den aUgemeinen Ausdrack des 
Flächen elements einer Cni've, der oben gefunden ist [vc/l. Aii- 
merJmng 18] und so iaiitete : 

dS = dxGotni]/) , 

den Wer th von cotg U(y) einsetzen, weither ims der Gleiehimg 
des Kreises entnommen ist, 

m.nn{x)smU{y} = sinJ7(>-j, 
wo der Coordinatenanfang ira Mittelpunkte des Kreises ist, 
das giebt 

intcgriveE wir von x = au, so finden wir 

Für X = r giebt dies als Fläche des Kr eis qua dräuten 

2 3iny;(r) ^ ' 
multiplicireu wir mit 4, so finden wir für die Fläche des 
Kreises 

(smJJ{i') ) * 

Weun )■ auaserordenüioh klein ist, dann giebt dieser Ausdruck 

die Fläche des Kreises == iri'^, was derselbe Ausdnick ist, 

den die gewöhuliohe Geometrie für den Flächeninhalt des 
Kreises giebt. 

Der vorausgehende Ausdnick fflr die Fläche des Kreises 
erlaubt ans, dem Flächen elemente jeder gekrümmten Linie die 
folgende Form zu geben; 



dS = d(p]- 



illir 



■wo )■ der vom Coordinatenanfang zu einem Punkt« der Curve 
gezogene Leitstrahl ist und (p der Winkel, den dieser Leit- 
strahl mit einer festen Geraden bildet, die durch den Coordi- 
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[657] [Drßieeksinkalt.'] Die Anwendung dieaer Formel auf 
öie Bestimmung dei' Fläche eines geradlinigen Dreiecks, dessen 
Seiten a, b, e mit den gegenilb erliegenden Winkeln A, B, G 
sind, giebt, wenn wir die Winkel A, C und die Seiten Ä, a 
als Taiiable betrachten, fllr die Fläche des Dreiecks: 






3inJT(ö) "*"! ■ 
Die Seite wird ausgedrückt aia Function von ß, A und Ji 
mit Hülfe der letzten der Gleichungen [19] 

C03-//'[(il 

cotsS sin^ ainJTIe) + eos^ = ^=r—{ ■ 

" ' eosi7(ö} 

Entnehmen wir aus dieser Gleichung den Werth von 9niJT(6) 
und setzen ihn in den Ansdmck für die Fläche dea Dreiecks 
ein, 30 wird für die Fläche des Dreiecks kommen 



eos"il{o) 



-fe 



.g B ämA ein n{r] -\- cos^l)^ 
Aber es war bewiesen [Seite 47], daaa die Fläche 



ist, wo A und B gegebene Winkel sind, und nach Glei- 
chung (19) gegeben ist: 



ain n [ßj 
Die Vergleichung dieser beiden Ausdrfleke fitr die Fläche des 
Dreiecks giebt sodann 

dA[<iotgB sin^ sinJ7{c) -{- cos^] 






J ü y(eotgBsin^sin/T[e) + oos J)^ — eos^ilfc 
, giebt diese Gleichung 

cosyi dxi 
■ Vcos^^'l — eos^JT(e) 
i Gleichung, die nach Integi'ation die Form annimmt 



-i:. 
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was in Uebereinatimmimg ist mit der Gleiolmiig, welcho C be- 
stimmt. ^^) 

[658] Mau kann aus dem Vorausgehendea zwei Ausdrücke 
ableiten für den Werth der Fläche jedes geschlossenen Viel- 
ecks, den einen durch ein bestimmtes Integi'al ansgedrückt, 
den andern nui- abhängend von der Summe der Winkel des 
Vielecks, Die beiden Werthe der Fläche müssen nnter ein- 
ander gleich sein, man hat auf die Art ein neues Mittelj den 
Werth vieler bestimmter Integrale zu finden, Werthe, die man 
in anderer Weise oft nur schwer finden würde. 

[Das recMwirüdige Dr&ieck.] Um hiervon ein Beispiel zu 
geben, betrachten wir ein geradliniges rechtwinkliges Dreieck, 
welches zu Katheten x, y und als Hypotenuse r hat. Sei A 
der y, B der x gegenttb erliegende Winkel. Die Gleichungen 
(10), (11) geben für dieses Dreieck 

sinJI{a;)sinJI(2,)==siniT(r) 
amn{x} MäB = sim^ 
cos/r(r) C03^ = eos7T{ic) 
eosJ7()') cos-B = wall.{y) . 
Aus diesen Gleichungen leiten wir ab 



cotgJTfe} =^ 



,9/T(a.) 



Vco3*.,4 — cos^J7[a:) 

Setwen wir in dieser leMen Gleicliuug ein n[x 
so finden wir 

sin A. sin m 



Wir haben aber gesehen [Anm. JS], dass das Differential der 
Fläche dxtotgn{y) ist; das giebt, angewendet auf den gegen- 
wärtigen Fall, 
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Vco& A — sin'(i) 

[65Ö] woraus wir a cbli essen , indem wir von tu = au inte- 
griveu, was x ^ entapricht, und bemerken, dass die diirch 
daa lutegi'al ausgedrückte Plä«lie sich ausdi-flclcen lässt durch 
-|jT — Ä — B, dass 



wo Ä ein constanter Winkel ist, wälirend B bestimmt ist durcli 
die Gleiehnng 

ainA 
C03 B = ■ 

cos tu 

Wenn tu :=-^n, so wird die Hypotenuse parallel zur Seite ,'/, 
und de]- Wiukel B wird glcicli Null. Man hat also in diesem 
Falle 



€ 



d(ji taiigw 



Vcos'^ - 



[D eiefkni italt tn Pa allelcoo dmaiMi ] Min kami den \\ e tli 
eines xllgemeineien Integials bestimmen indem miü die Flache 
eines behebigen geiadlimgen Dieiecks betiaohtet dessen Seiten 
i h f mit den gegenub erhegenden Winkeln A B C sm! und 
indem man diese Fläche m Eli* 
mente tlieilt durch Geiaden die un f"., 

emandei paiallel sind (FiK 16) 
Nehmen wii den Scheitel des W i 
keh znm Cooidinatentnting unl 
lie Seite al? Achse dei Abs issen x 
Sei B = n{ß}, wo ß eine positive 
Linie ist, wenn B<^^Tr, nnd ne- 
gativ , wenn 5 1> -J ?r. Ziehen wir 
durch das Ende der Abscisse x eine 
Gerade u, die parallel ist zur Seite o, 

und verlängern wir diese Pai'allele, bis sie die Seite b schneidet. 
Der Winkel, den diese Parallele mit der Abacisse x bildet, 
wird II{ß — a + a;) sein, woraus fo^t, dass der Winkel dieser 
Geraden mit der Verlängerung von x n[a — ß — x] sein wird. 

Nehmen wir als Element der Fläche des Dreiecks den Theil 




Fi^^. IG. 
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dieser Fläche, der zwischen den beiden unendlich benachbarten 
Pai'allelen ti enthalten ist, so werden wir nach dem, was weiter 
oben [Seite 49] bewiesen worden ist, den folgenden Ausdvuck 
für dieses Element erhalten 

Betrachten wir y, x anA u als Veränderliche und a und ß als 
Constanten. Die Gleichungen [19}, angewendet anf das Drei- 
eck, dessen Seiten (j, m) sind, mit dem eingeschlossenen Winkel 
Hiß — a + x) geben 

cotgCsinJi(/i-«+=^)s!ni7(^) + cos/7(^>-« + ^) = ^^^j. 

[660] An.& dieser Gleiehung entnehmen wir, indem wir zur 
Abkürzung II{ß — a-\-x] ^ i» setaen 

„. , _ __ ^'^^^^ 

üotg C sin (y sin JT(i(;) + cos w ' 



2,j eotgCsinw mill{x) + cos tu -J- eos/Tfa;) 

cotgC sinw &mll[x] -\- cosw — co5lI{x} 
Aber 

nlllß — ß)coscy 



[u.n{x) = Anil[[ß^a)-lß-a+xyy. 



-casll{ß — a)eosiy ' 
auf dieäelbe Art tinden wir 

ro./7-M eosJT(^-«]-eos,. 

" l-^J ^ _ coäJT{/J — a) C09W 

Die Einsetzung dieser Werthe von sinJZfa:), cos/Z" [«) in 
den Ausdruck von e*" gibt 

cotg Cain' w s'mll'iß — a) + cos cy [1 — cos JT[/f — a) cosw] 
^jj -(- cosiT(f» — ß) — cosw 

cotg Osin^ tu sin ll{ß — a] + cos tu [1 — ooslllß — a)cos w] 
— cos n{ß — aj-i- cos w 
_ cotg sin^ M ain n{ß-~a) + cos Ujß — a] sin^ (o 
'~eotg(79in*(usini7(/^— o)+2cosc<)— [l+cos^<u}cosJT(^— ä)' 
und wir finden folglieh 

dn{a — ß-x) = '- <in.{ß — « + iE) = - (i<u , 



yGoosle 



der Vei^leieli der beiden Ausdrücke für die Flache 
des Dreieeks die Gleichung gibt^) 
ji — Jl — -B — (7 = — w 



hfJl/! 



co1^CsinJI(^— BJai 



iü^il-\~WB'w)wBn(ß-a] 



cotg C%iuII{ß — a) sin^ w + cos J J"f/j — 



Setzen ivir noch n{ß — a) '=^ a, so wii'd diese Gleichung 
die Form annehmen 



Jsii 



-A — B—C+c,~ n{fi\ 1/cotg G sin« + c 
-"l/eotgC sin« ain^w + 2cos(ti 



(1 + e 



ij-Jxe 



[661] wo die Winkel A, B und die Strecke ß bereclinet werden 
müssen mit Hfilfe der öleiehnngeu 

c. = n[ß-a], B = n(ß) 

„ ^ sinSainC 

coa^ + eosB eoa G = — ; --„i "t- > 

sm n{a) ' 

von denen die zweite mit der letzten Gleichung (19) flbereiu- 
stimmt, die auf das Dreieck angewendet wird, welches wir 
betrachtet haben. 

[Grciizh'eiscoordmaiBn] Man kann in der Pangeometrie, 
um die Lage eines Punktes festzulegen, aussei' rechtwinkligen 
und Polarcoordinaten Grenzkreisbogen 
anwenden [Fig. 17) nnd dieses letz- 
tere System bietet viel VortheU hin- 
sichtlieh der Einfachheit der Formeln. 

Bestimmen wir die Lage eines 
Punktes in der Ebene durch rechtwink- 
lige Coordinaten x, y, so daas y die 
Länge des von dem Punkte aus, dessen 
L^e man bestimmen will, auf die x- 
Axe gefönten Lotes ist und x der 
Abstand des Fusapunktes des Lotes y 
vom Coordinaten an fang. Sei ly die 

Länge des zwiachen dem Ende des I^otes y und der a'-Axe 
enthaltenen Grenzkreiabogena (wo die a:-Ase zugleich die Axe 
des Grenzkreiaoa iat) und nennen wir if den Abstand dea auf 




Fig. 17. 
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der x-Axe gelegenen Scheitels des Grenzkreiseg vom Coordi- 
natenanfang. Wiv haben gesehen [Seife 3S], clas3 in diesem 
Fall 

ij = totg II{y], 

fülglioli die Gleichung des Grenzkreises [Seite 32] 

e-(«-ä) = sinJT(y}. 

Mit HtUfe dieser beiden Gleiclrangen kann man §, j] ab Func- 
tion von X uad y ausdifleken, oder umgekelii't x, y als Func- 
tion von 'S,, ij, was erlaubt, von der m x, y ausgedrüekten 
Gleichung einer Linie überzugehea zu der in ^, r^ ausgedrückten 
GleJchnng derselben Linie oder umgekehrt. 

Das Differential der ebenen Flächen drückt sich in £, ij 
aus dui'ch die Gleichung 

d}S = d^äfj , 
-wo S die Fläche ist. 

Betrachten wir S als Fiinefion von x und )/, so haben wir 



daun, indem man i. B. auf y differenzirt 



dxdy siii/i'(4;) d^ärj 

[662) was übereinstimmt mit dem, 
funden haben. 



§ 7. ÄiiJilytisdie Geometrie des Baumes. 

[(ricn k)ciicoo Imalfn] FiUlen wu (Fig. 18] von einem 
Eaumpunkt ein Lot % vai die Ebene der Coordinaten x, y 
und ziehen wii durch dieses Lot eine Ebene, die die xy- 
Ebene in emei Geiaden paiallel zur j Äse achneidet. Nehmen 
wir diesen Sihnitt noch dei Seite de^ Parallelismus hin ge- 
nehtet zui Ase eines Gienzkieises dei durch das Ende des 
Lotes hindurchgeht und sei iT die Liiige des Grenzlireises 
?« I 1 en den Ende lou a und diesei \xe. Man hat 
L. = cot<!,JT ) 
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der Theil q der dnreh den Fnsspiinkt des Lotes x $ 
Parallele zur a:-Axe, welcher zwischen dem Scheitel i 
dem Fuaspunkt dieses Lotes liegt, wird [Seitr, 32] gegeheu 
sein durch die Gleichung 

6-5 = 3inJT[«) . 
Der Bogen des Ürenakreises, der in der Weise diu'ch den 
Pnsapnnkt von ä gezogen ist, daas er die x-Ane in der Kich- 
tnng der positiven x zur Äxe 
hat, nnd der zwischen diesem 
Punkt und dieser Ase enthal- 
ten ist, wird cotg/r(!/) zur 
Länge haben und der Bogen tj 
des Grenzkreises, welcher dun h 
den Schnittpunkt von ^ mit der 
iE^- Ebene gezogen ist, die 
x-Axe in der Richtung der 
positiven x zur Äxe hat und 
zwischen dem Punkt und dei 
Äxe enthalten ist, ist in Folge 
dessen, was bewiesen [Seite 13] 
worden ist, gegeben durch die i-ig. lö- 

Gleichung 

__ colgJJ(t/) 
'' siufl(^) 

Nenaeu wir endlich ^ den- Theil der ^-Äxe, welcher 
sehen dem Ooordinatenanfang und dem Bogen i; entiialteu 
so gibt die Gleichung des Grenzkreises 

g-co*§+g = siniT(j;) . 

Aus diesen Gieiehungen entnehmen wir, indem wir 
nur X und das davon abhängige L sich ändern lassen. 




rft- 



dx 



8inJ7{s;) 

Lassen \viv nur y und >] sich ändern, so kommt 
,7._ '^Ä 



■ endlich i 



siu/Z"(y) siniT(Ä) 
^ und X sich ändern, so kommt 

d^ r= dx . 



yGoosle 



58 N. J. Lobataolieiskij, 

[663J [Bas Viereck aivisdmi x-wei Loten auf der xt/SbeiK.] 
Es bleibt, um die neue geometriaohe, als Pangeometrie be- 
zeiehuete Lehre zu ergänzen, welelie auf neuen al^emeineren 
Grundlagen ala die gewöhnliche Geometrie beruht, nur noch 
tibrig, die Differentiale der Fläche einer knunmen Oberfläche 
und des Rauminhalts eines beliebigen Körpers zu geben, aua- 
gedriickt mit Hfilfe der Ooordinaten, welche die Lage eines 
Punktes im Baume bestimmen. 

Betrachten wir zu diesem Zwecke von Neuem das Viereck, 
dessen Seiten 5, y senkrecht stehen auf der dritten x und 
dessen vierte Seite senkrecht auf y steht und mit a den 
Winkel <p bildet. [Vgl. Fig. 12, Seile 38.] 

Wir haben gefunden (Gleichung 25] 

cos7r{j/) ^ cosjfl(a) siniTf«) . 

Hieraus finden wir mit Hülfe der Gleichungen [10), (11), 
indem wir r die Diagonale nennen, die vom Scheitel des 
Winkels rp zum Scheitel des gegenüberliegenden rechten Winkels 
gezogen ist, und A den Winkel zwischen x und r 

co3jltang/Z"(c) = taiigiT[f) . 
-\-U3 diesen beiden Gleichimgen entnehmen wir 

cosJ7[a;) tangJi{c) =- siuJ7"(r) . 
Aber 

srnUir] = sinJT(a) sin JZ"[a:) 
und folglich 

tang JT(c) = sin J7(ß) tangi7(a;) . 

Wenn e und x so klein sind, dasa man die höheren Po- 
tenzen gegen die niederen vernachlässigen und als ange- 
näherte Werthe von taug7/{c), tangJT(a:) die folgenden nehmen 

tan^li'.e] = - ; taug TT(x) =^ — , 



so findet r 
{28} 



nWa) 



Die Gerade c, welche die Enden von a und y verbindet, 
wird nicht senkrecht zu y sein, wenn a =^ y m dem Viereck. 
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In diesem Falle wii'd die Gerade p, welclie die Mitte von e 
töit der Mitte von x verbindet, zu c und zu x senkrecht sein. 
Wir können alao in (28) e durch \c und x durch \x ersetzen, 
was die Form dieser Gleichung nicht ändert. 8ie ist so be- 
wiesen auch für den Fall a ^= y, ein Fall, auf den der oben 
gegebene Beweis nicht unmittelbar anwendbar ist. 

[664] Die Flächeninhalte der geki-ümmten Oberflächen haben 
als Maasä die Summe der Dreieckstlächen, welche ein stetiges 
Netz bilden, dessen Ecken alle auf der Oberfläche gelegen 
sind. Dieses Maass wird um so genauer sein, je kleiner die 
Abmessungen dieser Dreiecke sein werden, ^ä) 

Die Grenze, der diese Summe sich unbegrenzt nähert, wenn 
die Abmessungen der Dreiecke unbegrenzt abnehmen und von 
der sie .sich unterscheiden kann um eine Grösse, die kleiner 
ist als jede gegebene Grösse, wird der mathematische Werth 
des Flächeninhalts der Obei'fläehe genannt. Bestimmen wir 
zuerst den Flächeninhalt eines geradlinigen rechtwinkligen 
Dreiecks als Function der Selten, die wir mit a, b, e be- 
zeichnen werden, und nennen wir II[a), II{ß), ^te die ent- 
sprechend gegenüberliegenden Winkel. 

[Inhalt des geradlmig&n reddvnnläAgen Ih'eieeics, ausgedrückt 
dwck die Seiten.] Wii- haben [Seife 27] gesehen, dass man 
in einem solchen Dreieck für 

a, b, c, f ( , ß 
die Strecken 

a , a', ß, }/, 

entsprechend setzen kann. 

Ausserdem haben wir [Seite 23] gefunden, dass 
2jr(i) = J7(«+fl + Jr(o-fi); 
seljsen wir in dieser Gleichung a' für b, ß für e, und e für ß, 
so kommt 

oder 

Auf dieselbe Weise finden wir 

2nm = n[c-a)-n{c + a). 

Vertauscht man in dieser Gleichung die Buchstaben, wie es 
weiter oben gesagt worden igt, so wird man erhalten 

2nie] = n[ß — b']-n [ß + h'] . 
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Auf dieselbe Weise ]i;it maB 

2JT(c)=JT(c,-«')-JI(a + ß'), 

woraus wii' durch die otien angegebene Buelistaljenvertauschuiig 
erhalteu 

2il(j?) = n{h'~ «') - lT{b'+a') . 

Auf dieselbe Weise hat mau 

2n{a) = ]({a'~h')-~ir(a'-\-jy]; 

[665] indem wir die beiden let/.teii Gleiclmagen hinzufiigeu, 
finden wii' 

2J7[a) + 3JT(,«) = jc — 2JT[a'+6'), 

danaeli ist der Fläclieninhalt des Dreiecks z/ durcli den fol- 
genden Arisdrueli gegeben: 

.^ = ^ 7i — n [«] — JT(,^) = n{a' + b'} 

und folglich 

taug^z/^e-"' «-'■' = tang({ TT --^i7(cr})taug(|;^-^//(fc}), 

woraus wir endlieh entnehmen 

Wenn a und ft sehr klein sind, so dass man die höheren 
Potenzen von q, l nnd /^ vernachlässigen kann, so giebt diese 
Foi-mel 

wie in der gewöhnlielien Geometrie. [Änwendwiff auf das 
sohieftoinklige, Ih-eieck.] Man weiss, dass man immer iu jedem 
beliebigen geradlinigen Dreieck die Seite c ao wählen kann, 
d^s das vom Scheitel des gegenüberliegenden Winkels C auf 
die lÜchtung dieser Gei'aden gefüllte Lot auf c selbst fällt 
und nicht auf ihre Verlängerung; ^eses Lot theilt die Seite c 
in zwei Theile, von denen der eine x dem Winkel A anliegt, 
der andei'o c —• x dem Winkel B. Der Flächeninhalt S dieses 
Dreiecks wird gleich sein der Summe der Flächen der beiden 
rechtwinkligen Dreiecke, die durch dieses Lot h gebildet 
werden, und wird durch die Gleichung gegeben sein 
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Gleicliiing, dei- maa die Form geben kann^*] 



t.-uigl.3 = 



(^ + »=-".) («1. + !)• + 26''(«"' - 1) {,'-" - 1)' 



diese Formel giebt, wenn man die höheren Potenzen von S, 
h, c [vmd x] den niederen gegenttber veraaehlässigt, 

[666] ■wie in der gewölmliohen Geometrie. 

[Inhalt des gm'oMmigBn DreiecJts, atisgedrikkt durch die 
Sdt&n.'\ Wir haben gesehen, das» dei- Ausdruck der Fläche 
dieses Dreiecks als Function der drei Winkel war 

6' = Jt — J. — S — 6' , 
Sehmen wir den Werth A als Function von a, h, c aus 
der zweiten der Gleiehnngen (19]. 
Das giebt die Gleichung 

sinJJ(fc)3inJ/(e) 

~ sinJIM 

cos J ^ ■ —^ 



cosJI(6)eo3JI[c} ' 
Dräns folgt 

•■an(h) sinjr[c 



1 + eosJJt(?i)cosJTfel - 



cosi]r(?i)cosr/fc) 
Setzen wir in dieser Formel an Stelle von 

l-j-cosJT(ö)cosiT(c) 
seinen Werth 

sinJ7(&)siniT(c] 
sinJ7(& + c) ' 
so nimmt sie die Gestalt an 

2 .„..J4 - t»sJJW t..gil(<,) jj^„ ■—, ^ ^jl ; 

auf dieselbe Weise findet man 
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- 2Bin'i/l = tang(7(S) tangJ7(o) j— -^ . — .-\- j; 

113 diesen beiden Formeln leiten wir ab 

..-.l _ ta„s- JX(S) lang- Jr(e) j .i., ji,;,) ,i..g(,) 

^ sin J/(ii) »in J/i'S) sinJIlB) »in" J7 (a) I -' 

i„-^__.a.g.i/Wfn5-iT(.)jjj4j^+^+^ 

.inJf(<.),inJI(J)sinJ7(«) 'i 
Setzt man znr Abkürzimg 



=}/■ 



i + 7-,;r 



sin*JT(a) sm^JT(ö) sinVT(c) ^ BiE/"f(a)3mJT(&)siii;/(r!) ' 
hat man 

I) aiu^ = ta.ngn{h] tangJJH P. 

[667] Man tann P aucli die folgende Form geben: 

^_ , ^_ r 

sin.//(a)"^sin;/(/<j"^aini7(c)f ' 
die in Bezug auf a, b, ß symmetrisch ist. 

Geht man von der Gleichung (29) aus und beü'achtet man 
darin P als eine unbestimmte Grösse, so kann man auf fol- 
gende Weise linden, dasa P eine in Bezug auf a, b, c sym- 
metrische Function sein muss. 

MultiplJciren wii' die Gleichung (29) mit tangJTfa), setzen 
wir darin ffir sin ^i tang i7(a) seinen Werth sinS tang/T(i>), 
der aus der Gleichung (13) entnommen ist, und tlieileu wir 
danach mit tangJ7(i), so wird kommen 

sinS == tang/r(ß) tangJ7(c) P. 

Multipliciren wir diese letzfe Gleichung mit tangJJ(i), setze« 
wir hier für sinBtangJI(&] seinen Weiih 3in(7tangi7{e), der 
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ans der öleiolitmg (13) eatuomiuen ist, und tlieilen wir dauacli 
mit tangJTfr?), so werden wir hahea 

siuC = taDg7/(a) taiig/7(i) P , 
das heweist, dass P eine symmetriselie Fiinetioii der Seiten 
a, b, fi ist. 

Wir liaben selioii [Sdie 29] gefunden 

äiaIHb)sm.n{c.} 



cosJI{h) cosJT(cj 
oder, was dasselbe ist 

(iosA=^ tangJ7(&] tang J7(fi) \ . ■_,,. . „, , - 
auf dieselbe Weise findet man 



cosC = tangJT(a) tangJ7(fc] !-: — —■ ,-, ■■ . ■ - ^/r r ; — =r-;[ ■ 

[668] Aus diesen Wertheu von sin^l, cos^, sinS, eosB 
leiten wir ab 

sin(^ + J!) = sin.-leos^ + cos^l siuß 

+ WlWt..57TW...gJIWP. j ,,„^|,)'„„„(,, - j^! 

=. .gJIWtei7(5j.6.J7MP. jj^ + jjijj^j |j^ - ij 

und endlieli 

_ t angJ7(a}taugj/(?))F j _J. 1 j 



^[^ + iJ! = - : V "i-7777, + ; 



Die dritte Gleielumg (19) giebt 

TO3^ + cos(B + 6') = sinBsinC| 
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Setzen wir in diese Gleichung an Stelle von sinlJ, sinC 
ihre aus Gleiehiing (20) entnommenen "Werthe, äo wird sie 



oder, was daäsclbe ist, 



llit Hülfe der vorausgehenden Formelu finden wir 
cos {Ä + B-i-C']^eo3Ä cos(B + G] — sin Ä ain [B + C) 

^^.o^.A+K mvmop- i 1 i_ 

1 l8mff(Sl~'"iiiifi(c;r 

8iliJI((l) "^ 

_ . . ing'gWtoiie'-n-MP-- | 1 1^1 

^° ^ 1 iBiiiJI(ijsiiiJ)(8) smJf(o)i 

»in JI{o) "l" 

taDg°iT(6)taVir(c)P- ( 1 1_1 

1 lain7I(SJ + siii7Z{c)r 

sliiJ7(<i) + 

[669] 2eos^|f^ + iJ + C) = tangW (ö) tang^// (^) P^ 

lg'n(i.)lg'J I(e)P'| 1 1 1_ 1_1 

"*" 1 hmn{fj)mJJ.{c) sia//(a) smn(ö) sin/Z((^)( 

smP/([.) + 

tg'ji(i.)ig'nMP' | 1 1 ' I il 

■~ ' lsiii7r((i)sinjr(o) siniTW «iiJI(e,W i 



sin ir(a) 
.%'ff(o)tg'ir(S)tg'J7(o)P'l^ 



.3mJT(«) 
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■S ist bewiesen, dass diu Fläche des Dreiecks J = 7, 
-B — C, folglieh 



^ y (ainJT(a) ^)(sinJT(6) ^JUrJUc] ^ ^) ' 

Wenn a, b, c sehr klein sind, ao dass man mit hinreichender 
Annäherung setzen kann 

so wird kommen ^^) 



am^J — iV2((i'ii' + !•(!■ + e'««) — («' + 4' + c') 
oder, indem man die höheren Potenzen vou J vernachlässigt, 



^ = i V 2(i.'S> + 6V + e'a') - ((•' + i' + '•) . 
[Oöe»7?äcÄCTieiemew( m recAffOTKAi-ii^eii <7o<W(^ma<6)i.] Bestimmen 
wir die Lage eines Punktes im Räume durch drei rechtwinklige 
Coordinaten: a das Lot auf der 3;(/-Ebene, y das vom Fass- 
punkte von i auf die x-Axe gefällte Lot nnd a; den Theil der 
Axe zwischen dum Coordinafenanfang und dem Fnaspunkte 
von y. Nehmen wh- anf der gekillmmten Fläche, deren i^670] 
Ob erfläclien dement bestimmt werden soll, di-ei Punkte und 
seien die Torirdinaten des ersten Punktes x, y, %, die Coordi- 
naten des zweiten Punktes 

find die Coordinaten des dritten Pnnktes 



^+(S)^- 



Kennen wir ( den Abstand zwisohea den beiden Loten zur 
a:-Axe, die gleich y sind und zwischen sich einen Theil dx 

OetMaia's Klusiter. 130. 5 
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äieaei Ase enthalten. ladem man dx, dy nneudlich klein 
annimmt, werden wir in Folge der Gleiohnng (98) liaben 



sinJTfe) 

Der Abstand der beiden ersten Pnnkte, genommen anf der 
gekrümmten Oberfläche, bildet ein Dreieck mit den Geraden, 
deren Längen aind:^^) 

smn{y)amn{z]' \dxl 

Wir können dieses Dreieck wegen der Kleinlieit seiner Seiten 
als ein Dreieck betrachten, dessen Hypotenuse der Abstand 
zwischen den beiden ersten Punkten, genommen auf der Ober- 
fläche ist. Wir werden also als Quadrat des Abstandes haben 

'^''' hm'niy) 8in*il[«) ^ (^) i ' 

Auf dieselbe Weise finden wii- für das Qnadrat des Abstandes 
des ersten Punktes vom dritten 



lind ftlr den Abstand des zweiten Punktes vom dritten 
dx^ dy^ 1'''*^ '''^•1 1 

Die Flache des Dreiecks, dessen Seiten die Abstände dea 
ersten Punktes genommen auf der OberfJäohe vom zweiten, 
dea zweiten vom dritten und des dritten vom ersten sind, 
und dessen Winkelsumme merklich gleich sr sein wird wegen 
[671] der Kleinheit der Seiten, wird in Folge der weiter oben 
{Seite 65] bewiesenen Formel und der Werthe, die wir fllr die 
Quadrate der Seiten gefunden haben, sein^') 



dxd^~2amn{%y \dx) ~'"sin^JT[«,)i^/ "'~sin^J7(j/)sin'iT(3;]' 

welches das Fläehenelement für die gekiTimmte Oberfläche ist, 
deren Gleichung lautet 
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che.] Wenden wir diesen Auadrack aaf eine 
Kugel vom Radius r an. Wenn der Coordinatenanfang im 
Mittelpunkte der Engel ist, ao wird die Gleichung der Kugel 
geben : 

(—\ — _ '^^'^-^W 



und folglich 

CQ3JI(r) ainJIfi;) sin^JT{a:) ^ d^S _ 

9in^iT[r) Väm^n[x) 3in*J7(j;) — 9in''J7(r) ~ '^-""W '^^iv) 

MultipUciren wir mit dllfy) und integriren wir von sinJTf)/) 

= -;— ^r-i bia Uly] =^i7[, ao wird kommen; 
9inJT(a!) '^' ^ ' 

rfJT{a;). "^ \in*J7(r) 

Mnltipliciren wir noch mit dn{x] und integriren bia 
n(x) =^ ^ft 90 werden wir haben: 

27T cosiTV) cosiTM 

~ ^ 9m°JT(j) 

ft IS die riäclie des KngeUbsolinittes zwischen zwei Ebenen 
senltiecht zu einem und de ms eil en Ridiua ]=(t ^on denen die 
eine duich den Mittelpunkt der Kngel geht und die andere die 
die Enttemnng t vom Mittelpunkte hat Um die Oberfltche dei 
ganzen Kugel zu eihilten, mus« man in dieser Formel x = r 
setzen und da-* Resultit veidoppeln. Auf diese Weise erhält 
man fiii den Inhalt der Flache der ganzen Kugel den Aus- 
diuck 

47rcotg*7Z"()-) 
oder 

wenn r so klein ist, daas man die höheren Potenzen von r 
vemachlä99ig6n kann, redncirt sich dieser Ausdruck auf 



i der gewöhnlichen Geometrie. 
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[672] [NpAiß Coordinatm.] Setzen wir 

eo8t// = tangJT(»-)cotg//[y) 

und führea wir die neuen Veränderliche ji ip, fp an Stelie von 
a;, y in den Ausdruck des Elementes der Oberfläche der Kugel 
vom Eadiuä r ein, welchen wir kennen gelernt haben. 
Wir findende) 



d'^S coä*JIfr) sini/;!''! — coa'iTfr) sin^i/i sin'qn 

dtp dip sinJT(j') 1 — oos^JT(jj siu^ i/i 

Multiplioiren wir diese Gleioliung mit 8 dip dtp und^") inte- 
griren von ip = an^ bis yj = ^7t, dann von (p = bis 
(jO := ^7C, was nns die Obei-fläche der ganzen Kt^el geben 
wird. Indem man diesen Äusdrnck für die Oberfläche der 
ganzen Kugel dem Ausdrucke derselben Oberfläche, den wir 
weiter oben [Seüe 57] gefunden haben, gleichsetzen, achliessen 



,„,, '/t f^, , /*=, sinii'Kl — cos^JIWsin^sin^ip 

Wenn wir mit E{a} das elliptische Integral bezeichnen 



=j dipVl- 



wo « die Constante ist, die sich unter dem Integralzeichen 
befindet, so haben wir^i) 

■,dxE{x] 



-i:^ 



2sinJT[r) J^ [\-x^)V'i 

Indem man im Integral (30) ^jt — JJ au Stelle von II(r) 
setzt, kommt 



-^'X 



dip dtp siui/j sinJr! 
Vi — sin' ip sin* (p siu^i? 



Führen wir die Integration in Bezug anf i/i innerhalb der 
angegebenen Grenzen aus, so finden wir 



•J i, sinf/> \ 



1 — sini/) saiRj 
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man II[x] au Stelle von (p setzt, die Form an- 



7cR = I dx log!-^ 



'4-1 — Se'^smJ?! 



[673] Die Integration nach Tlieilea führt diese Gleichung 
zurück auf 

Pdr R ^= ^7V giebt diese Gleichung 



' — 'K 6^^— 1 

Es ist leicht zu heweisen, dass die Gleiolnuig (31) richtig 
bleibt, aelhst wenn man an Stelle von eosJ? eine Zahl setzt, 
die grösser ist als die Einheit. 

In der That hat man 



/ diplog cotg -| i/J ^ , 

woraus folgt, dass für jede Zahl a 

j diplf>g{e'^ cotg i^ip) = an- . 

Tranaformireu wir dieses Integral, indem wir 
setzen, so wird kommen 



i:^ 



Man kann dieser Gleichung leicht die folgende Form geben 

von wo man zurückkommt auf die Gleichung i311, indem man rr 
durch uV — 1 ersetzt 

[Grmxh-eispoordinaten ■iiir Bestimmung des Raumelementsi] 
Wenn wii' als Coordinaten Bögen von Grenzkreisen nehmen, ^^) 
von denen der eine t in der Ebene gelegen ist, weleho durch 
das vom Punkte auf die a-^-Ebene gefällte Lot und durch 
die Parallele zur 3;-äxb geht, welche durch den Fusspunkt 
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des Lotes geht jmi diese Parallele zur Axe hat, der andere »; 
in der 3:j/-Ebene gelegen ist, die a:-Axe aur Axe hat und 
dm'ch den Fusapunkt von C geht, und wenn wir als dritte 
Coordinate den Thell ^ der x-Aso nehmen, der zwischen dem 
Coordinatenanfang und dem Seheitel des zweiten Bogens liegt, 
[vgl. Mg. 18, Seite 57] so muss das Element des Volumens P 
sein d^ dr] dt. 
Man hat also 

d'P= d^ dij dC. 

[674] Setzen wir noch ^ = cotgII(*), wo x das vom ge- 
gebenen Punkte auf die 3;!/-Ebene gefällte Lot ist, so werden 
wir haben ä3) 

d'P __ _1 

d^ drj dt sinJTfsi] 
Aus der Gleichung des Grenzkreiaes entnehmen wir [Seite 33\ 

wo p den Abstand des Schuittpunktea des Bogens t mit der 
xy-Eh&ae vom Fnsspunkte des Lotes x bezeichnet. Indem 
man bemerkt, dasa mau zu Folge der Gleichung des Grenz- 
kreises und des Werthes des Bogeua des Grenzkreiaes als 
Function der Ordinate [Seile 35, Qteicfmmg 22] hat 

e-P =^ coi^n{y) = jje~P 
e?-^ = sinJTWsinJT{2,), 
so findet man 

<^1 _^ 1 dx = d^- 

dy sinJT(j/) sin7T(^)' ^' 

woraus folgt, dass 

d^'P _ 1 

dx dy d% sinJI(j/) sin* J/{s) 

Multiplicirt man diesen Ansdmck mit dx und integrirt in 
Bezog auf X von a; = an, so finden wir 



dy d% sinJ3(j/)ain'JT[s;)' 
indem man denselben Ausdruck mit dy multiplicirt und integrirt 
in Bezug auf y von ?/ = an 
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and endlich, indem man mit äz 
Bezug auf z von x = &a 



raiiltiplicirt nnd integrii-t i 






-A." + e~"~ 



\EMg6lmhalt?\ Mnltiplicirt man den vorletzten dieser Ans- 
drücke mit äx dz, integrirt zuerst in Bezng auf x von ^ = 
an bis zu dem Werthe », der aus der Gleirhnng 

sin I/"(r) = sinJ7(3;) sinJI[i;) 

[67Sj entnommen ist, und dann in Bezug auf x von x = d 
bis X = r, nnd mulüplicirt man das Ergebniaa mit 8, um den 
Eauroinhalt der ganzen Kugel zu haben, so wird man den 
Rauminhalt der ganzen Kugel = ^Trfe"" — e"^*" — 4r) finden, 
was für sehr kleines r giebt 4^'''' ^« ^^ ^^^' gewöhnliehen 
Geometrie. 

[Mmimelement in Polarcoordmaten.] Sei, um das Eaum- 
element in Folareoordinaten anszuflrllcken [Fig. 19], r der Ab- 
atand des Coordinatenanfangs von einem Raumpunkte, dessen 
rechtwinklige Goordinaten 
X, y, » sind. Nennen wir q 
die Gerade, die in der xy- 
Ebene vom Coordinatenan- 
fang zum Fusspnnkte von z 
gezogen ist, S'^^] den Winkel 
zwischen r und q, w den 
Winkel zwischen q und der 
positiven a;-Ase. 

Setzen wir noch JI(a;) 
= Y Wy)=Y n{x,]=Z 
n{r)=B n{q] = Q Ziehen 
wii eine Ebene senkiecbt 

zur Axe welche durch den gegebenen Punkt geht h'' aei !■ 
die in diesei Ebene vom gegebenen Punkte nach dei a \se 
gezogene Geiade und wir setzen noch /!( j := J? f onstiuiren 
wii endlich eme Kugel vom Radius ) deien Mittelpunkt mit 
dem Coordiu^ten anfing zusammenfällt Die "* Fbene ■wud 
dieae Kuprcl m enem ^lussten Kie se \ m E^hui schnellen 
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dessen Umfang nach dem, was weiter oben [Sdle 34] bewiesen 
wortlen igt, gleich sein wird 



der Theil dea Umfanges, welcher zwischen zwei Ebenen ein- 
gcsclilosaen ist, die alle beide diii-eh die s-Axe gehen und gegen 
einander \mter dem Winkel tu genest sind, muss sein 



Der Umfang des Kreises, den der Schnitt derselben Kugel 
mit der Ebene, die dui'ch den gegebenen Pnnlit geht und 
senkrecht zur Ä-Äse ist, wird gleich sein 

2?E:cotgi;' 
nnd der TlieLl dieses Umfanges, der durch die beiden durch 
die »-Äxe gehenden, gegen einander unter dem Winkel (u ge- 
neigten Ebenen gebildet wii'd, muss sein 

10 cotg/?'. 
Der Zuwachs dieses letzten Bogens, welcher durch den 
Zuwachs dii} des Winkels w erzeugt wird, muss sein 

'Im cotgiü'. 

Das Dreieck, dessen Hypotenuse r, dessen eine Katbete r' 
mit dem gegenHb erlieg enden Winkel -J-'f — ^ ist, giebt [nach 
Gleichung 13) 

tangß' cos 1^ = tangß , 
woraus folgt, dass 

dio cotgi;' = dt.« cos 3- cotg R . 

[676] Der Umfang des Kreises, welcher der Schnitt dereelbeu 
Kugel mit einer durch die x-Ase gelegten Ebene ist, ist gleich 

SjTCOtgÄ, 

und der Bogen dieses Kreises, welcher dem Winicel ^ im 
Mittelpunkte entspricht, muss sein 

5-eolsÄ, 
woraus folgt, dass der Zuwachs dieses Bogens, der einem Zu- 
wachs d!}^ des Winkels & entspricht, sein muss 
d ly eotg E . 
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Wenn jeder Zuwachs unenfUick klein wird, so wird das 
Volume nelement wie in der gewöhnlichea Geometrie ausgedrüelit 
durch dag Produot der drei zu einander senkrechten Strecken 

dr, (Zw coa^cotgjH, dO-noi^R, 
weil ea als ein Prisma hetraehtet werden kann; man wird 
also den folgenden Ausdruck des Itanmelements in Polar- 
eoordinaten erhalten 

oder, indem man für ootg*B seinen Werth in r einsetzt, 
rfäp = \dr dw dd- aosS-ie^ — e'^f . 
Indem man zuerst in Bezug auf r von r = an integrirt, 
kommt äs) 

d9p = ^Äwii^cos5-(c^'"— e-^''-~4r). 

[Kugelinhalt.] Für die Kugel, deren Mittelpunkt im Coor- 
dinatenanfang ist, hängt r nicht von & und w ab. Indem 
man in Bezug auf m von (u ^ bis w = 2 7e und in Bezug 
auf 5- von ^ = bis ^ = Jnr integrirt, und indem man das 
Resultat verdoppelt, kommt für den Rauminhalt der ganzen 
Kugel ^/r(e*'' — e~^^ — 4=r] wie weiter oben [Sdte 71]. 

[Oretizhigelsmlor.] Mehmen wir jetzt einen Theil i5 der 
Oberfläche der Grenzkugel, der eingeschlossen ist durch eine 
in sich zurücklaufende Raudcui've, ziehen wir durch die ver- 
schiedenen Punkt« dieser Eandcurve Gerade, die zur Ase 
parallel sind, so werden diese eine Fläche bilden, die wir 
nach Analogie eoniach nennen, und die sich unbegrenzt nach 
beiden Seiton erstreckt, von der wir aber nur den auf der 
Seite des Paralleliamus der Axen der Grenzkugel gelegenen 
Theii betracliten. Es sei S' der Theil einer zweiten Grenz- 
kugel, deren Äsen denen der ersten parallel sindj und im 
selben Sinne gerichtet, und zwar soll es der im Iimeni der 
conischen Fläche gelegene Theil sein. S, S' und der Theil 
der [677] conischen Fläche, der zwischen den beiden Grenz- 
kngeln gelegen ist, achlieasen einen in jeder Beziehung*^) 
endlichen Rauminhalt ein, den wir zu bestimmen uns vor- 
nehmen. Neunen wir c den Theil einer Äxe der beiden Grena- 
kngeln, welcher zwischen ihnen eingeschlossen ist, tragen wir 
eine Länge gleich c mehrfach ab auf einer der Axen der 
erstea Grenzkugel, welche durch einen Punkt der Eandcurve 
von S geht, und zwar von dem Punkte an, wo die Axe S' 
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durehbohrt, nnd legen wir durch die Tlieilpimkte GrenKkugeln, 
deren Axen den Axen der beiden ersten gleichsinnig parallel 
sind. Seien S", S'" u. s. w. die Theile dieser aufeinander- 
folgenden Grenzkugeln, welche von der conisehen Flä«he be- 
grenzt werden. Es folgt leicht ans dem, was weiter oben 
[Seite IJ] in Bezog auf die Grenzki-eisbogen bewiesen worden 
ist, die wie die jetat betrachteten Theile einer Grenzkugel 
gelegen sind, dass man immer haben wird 
S' = Se-^'^ 



b = S -■- <■ u b w 

Nenntn wn ebenso PF P P usw de Päume 
die duich lie eomsthe Fltehe zwischen S un! S zwischen 
*> i\n\ 'i u s w begienzt wird und lenken wn unsere Auf- 
merksamkeit duauf dias die Päume P P P u s w den 
Fläfhen S '• S u s w piopoitionil sein müssen [] ;l 
•^eiie 11 ] 

Wu mtlssen also haben 

P=OS, 
wo C eine Function von c allein ist; es folgt daraus, dass 
P' = OS' = CSf-^'^ 
P" = CS" = OSe-"^ u. s. w. 

Die Summe ^ Pt") wird also der Raum sein, der von 

der conisehen Pläehe begrenzt wird, deren Gnindfläche S ist 
und die unbegrenzt verlängert wird nach der Seite des Piir- 
allelismus der erzeugenden Geraden hin. Sei K dieser Eaum, 
so werden wir haben 

Diese Grösse darf nicht von c abhängen, was fordert, dass 



wo ^1 eine absolute Zahl ist, und da die Kaumeinheit will- 
kürlich ist, werden wir nehmen 
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zu dem Zwecke, dass der Uauminhalt P, der 

[678] ist, den Werth P^ eS erhält, wenn c unendlich klein 
ist, ein Aiiädnick, der znaanimeBfällt mit dem Ausdrucke für 
den Kanminhalt eines Prismas von der Grundfläche S und der 
Höhe c in der gewöhnlichen Geometiüe. Man kann noch als 
Ilaumelement den Kanminhalt nehmen, der innerhalb einer 
coniachen Fläche liegt, welche durch die Axen der Oberfläche 
einer Grenzkugel gebildet wird, die gelegt sind durch alle 
Punkte des Eandes eines in jeder Beziehung^') unendlich 
kleinen Theilea der Fläche. 

Die gi-os3e Zahl der verschiedenen Ans drücke für das 
Element derselben geometrischen Grösse giebt Mittel zur Ver- 
gleichung von Integi'alen, Mittel die in der Lehre von den 
bestimmten Integralen besonders nützUch sind. 



§ 8. RückWick. 

Nachdem wir im Vorausgehenden gezeigt haben, auf welche 
Weiae man die Länge der geki-ämmten Linien, den Flächen- 
inhalt der Oberflächen und den Rauminhalt der Körper be- 
rechnen kann, dürfen wh- behaupten, daaa die Pangeometrie 
eine abgeschlossene geometrische Lehre ist. Em einziger Blick 
auf die Gleichungen (19), welche die zwischen den Seiten und 
den Winkeln geradliniger Dreiecke bestehende Abhängigkeit 
auadrllcken, genügt, um zu beweisen, daaa die Pangeometiüe 
von hier an eine analytische Methode wird, welche die ana^- 
lytisehen Methoden der gewöhnlichen Geometrie ersetzt und 
erweitert. Man könnte die Auseinandersetzung der Pangeo- 
metrie mit den Gleichungen (19) beginnen nnd selbst ver- 
suchen, an Stelle dieser Gleichungen andere zu setzen, welche 
die Abhängigkeit zwischen den Seiten und den Winkeln jedes 
geradlinigen Dreiecks ausdrücken wüi"den; aber in diesem letzten 
Falle mSsste man beweisen, dass diese neuen Gleichungen mit 
den Grundbegriffen der Geometrie übereinstimmen "*), Die Glei- 
chungen (19) aber, die aus den Grundbegriffen abgeleitet sind, 
stimmen also nothwendig mit ihnen überein, nnd alle Glei- 
chungen, die man au ihre Stelle setzen wollte, mnssen, wenn 
sie keine Folge der Gleichungen (19) sind, auf Ergehnisse 
fuhren, die diesen Begriffen widersprechen. Die Gleichungen (19J 
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sind also die Grundlage der allgemeinsten Geometrie, weil sie 
nicht von der Voraussetzung abhängen, dass die Summe der 
drei Winkel jedes geradlinigen Dreiecks zwei rechten Winkeln 
gleich ist. 



§ 9, Oilt in unserm Räume die Paiigeonietrie? 

[Dreieeksmesswng&ii.] Die Fange ometiie , welche anf be- 
stimmte Grundlagen gegründet ist, nnd die in dem Voraus- 
gehenden entwickelt worden ist, giebt, wie man gesehen hat, 
Methoden, welche geeignet sind, den Werth verschiedener 
geometrischer Grössen zu berechnen, und beweist zn gleicher 
Zeit, dass die Annahme, dass der Werth der Summe der drei 
Winkel jedes geradlinigen Dreiecks constant ist, eine Annahme, 
die ausdrücklich oder versteckt in der gewöhnlichen Geometi'ie 
gemacht wird, keine nothwendige Folge unserer Begriffe vom 
Eanme ist. Nnr die Erfahrung kann die Wahrheit dieser 
Annahme bestätigen, z. B. die wirkliche Messung von den drei 
Winkeln eines geradlinigen Dreiecks, eine Messung, die auf 
sehr verschiedene Art vorgenommen werden kann. Man kann 
[679] die drei Winkel eines geradlinigen Dreiecks auf einer 
künstlichen Ebene messen, oder die drei Winkel eines gerad- 
linigen Dreiecks im Eanme J^) In diesem letzteren Falle wird 
man die Dreiecke bevorzugen müssen, deren Seiten sehr gross 
sind, weil nach der Pangeoraetrie der Unterschied zwischen zwei 
rechten Winkeln und der Snmme von drei Winkeln eines gerad- 
linigen Dreiecks um so grösser wird, je grösser die Seiten sind. 

[JVo&e durch Kreistheüunff.] Sei )■ der Halbmesser . eines 
Kreises, A ein Winkel im Mittelpunkte, dessen Seiten einen 
Bogen umfassen, der von einer Sehne gleich r tiberspannt wird. 
Nennen wir p das vom Mittelpunkte dieses Kreises auf die 
Sehne gefällte Lot, welche durch den Fusspunkt des Lotes in 
zwei gleiche Theile zerlegt wird. Betrachten wii' eines der 
beiden rechtwinkligen Dreiecke, tUe von diesem Lote, den zu 
beiden Seiten des Winkels A liegenden Halbmessern und der 
Sehne gebildet werden, ein Dreieck, dessen Hypotenuse r und 
dessen Katheten ^ / und p sein werden. 

Nach der allgemeinen Gleichung (13) wird man in diesem 
Dieieck haben 

■*m \ -1 tang?r(^7-) = tacg/f{r) , 
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eine Gleichung die, zusammeu gesetzt mit rter identisclien Glei- 
ehuDg 

ergicbt 

sin|-4 = -^ aiii J/(^!') . 

In der gewöhnlielien Geometrie hat man 

Neiiineii wir an, dass die wirkliclie Messung ergiebt 



6 + ^' 



1 positive Zähl ist. 



Wenn r und K gegeben sind, Itann man ans dieser Gleichung 
den Wertii von JI{{-r) entnehmen, mit Hülfe dessen man den 
Parallelwinkel n[x] flii' jede Strecke x hestimmeu kann. Die 
Abstände swischen den Himmelskörpern gehen uns das Mittel, 
Winkel von Dreiecken mit sehr grossen Seiten zu beobachten. 

[Bestinmw/ng von II[x) aus FixstembeohcuMwnffrni.]^") Sei a 
die geocentiisebe [680] Breite eines Fisstenis zu einer be- 
stimmten Epoche, rind ß eine andere Breite des- 
selben Fixateraes, eine Breite, die einer Epoche 
entspricht, wo die Erde sich von Neuem in der 
Ebene senkrecht zur Ekliptik befindet, die durch 
die erste Stellnng gelegt ist [d. h, die Stellung, 
wo die Breite des Sternes w war); sei 2a der 
Abstand zwischen diesen beiden Lagen der Erde 
und 6 der Winkel, nnter dem der Abstand 2 a 
vom Stern aus erscheint. [Fig. 20.] „ 

Wenn die Winkel a, ß, ö nicht der Beziehung ^' 

geniigen 

a = ß + ö, 

so wird das ein Zeichen sein, dass die Summe der drei Winkel 
sich von zwei rechten Winkeln unterscheidet. 
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Mm kann den StPin so waMen da^t 6 gleich Siiil ist, 
uud man fvud immei annehmen können daia es eine Linie i 
giebt, au dass 



Wenn d ;;= so können die der^den, die \on den beiden 
Stellungen dei Eide zum fetern gezogen aind, paiallel ange- 
nommen -weiden, und tolsjlich -wird man haben mdaaen 



\('orau9 nach dem, was weiter oben ißeiie 24] bewiesen ist, 
folgt, dasa 

tang-^a = e~^ 

tang-|(J ^ g— a:-2u _ 

Jedeamalj wenn die Beobachtung für einen Stem, in Bezug 
auf welchen der mit ö bezeichnete Winkel Null ist, zwei ver- 
scliiedene Winkel «, ß gehen wird, werden die beiden letzten 
Gleichungen x und a ausgedrückt durch die in der Pangeometrie 
als Einheit genommene Strecke ergeben. Hat man so die 
Linie x, welche einem Parallelwinkel /r(ic) entspricht, so wird 
man den Parallelwinkel JT{y] für jede gegebe 
berechnen können. 
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Änmerkimgen. 



1. Die Entdecker der iiichteuklidisclieii Geometrie. 

Die nichteuklidisclie Geometrie stellt aicli die Auf- 
gabe, zu imtersuelien, wie sich die Lehrsätze der gewöhnlielieu 
(euklidischen) Geometrie abändern, wenn man die ÄHnaLme 
fallen lässt, das3 es durch einen Punkt ausserhalb einer Ge- 
raden in der durch den Punkt und die Gerade gebildeten 
Ebene nur eine einzige Gerade giebt, welche die erste Gerade 
nicht schneidet. (Diese Gerade heisst dann die Parallele 
zur ersten Geraden.) Während dieses Axiom lange Zeit hin- 
durch nicht ai^ezweifelt worden ist, hat man die genannte 
Aufgabe erst seit dem Anfang des neunzehnten Jalirhunderts 
ernsthaft in Angriff genommen. Sind auch schon fiüher An- 
sätze gemacht worden, die Folgemngen zu untersuchen, die 
sich ergeben, wenn man das Parallelenasiom fallen lässt, so 
ist dies doch fast ausnahmslos nur geschehen, um den Euklid 
>von allen Flecken zu befreien« und die Geometiie, welche 
anf das Pai'allelenaxiom verzichtet, ad absurdum zu fühi'en. 
(Vgl. : Die Theorie der ParaUellinien von Euklid bis auf Gauss, 
eine Urkunden Sammlung zur Geschichte der nichteuHidischen 
Geometrie. In Gemeinschaft mit F. Engel herau^egeben von 
P. StMkd, Leipzig 1895). Erst Qaws hat die Geometrie ohne 
Parallelenasiom, oder die nichteuklidisohe Geometrie ausge- 
bildet, allerdings nur für sich, ohne jemals darüber etwas zu 
veröffentlichen. Dagegen hat er mehrfach Kritiken über (ver- 
meintliche) Beweise des Parallelenaxioms veröffentlicht, auch 
in Briefen von seinen eigenen Untersuchungen gesprochen. 
[Vgl.: Vf eik^ von Oarl Friedrich Garns, BandVIII, 8.157—268. 
Herausgegeben von der Königlichen Gesellschaft dei Wissen- 
schaften zu GötlJngen, Leipzig 1900]. Doch schreibt er an 
Schimiacher am 17. Mai 1831 [a. a. 0. Seite 212], d^ss aeme 
Me^tationen über diesen Gegenstand zum Theil vierzig Jihie 
alt sind, und daas er nun einiges aufgeschrieben hibe dpnu 
er wünsche nicht, dass alles mit ihm unterginge. In ■jeinem 
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NachlaBä haben aicli in der That einige Bemei'tungeii auf 
Zetteln gefunden, von denen die wichtigsten die a. a. 0. nnter 
der Uebersehrift: »Zur.Tteorie der Paiallellinien« [8. 202 — 
208] und: »Die sphärische nnd die niohteukltdisehe Geometrie« 
[8. 255 — 257] (latalt: Ableitung von Gleichungen zwischen den 
Seiten und Winkeln einea rechtwinkligen Dreiecks bestehenden 
Gleiciinngen unter der Voraussetzung der Gültigkeit der eukli- 
dischen Geometrie für unendlich kleine Dreiecke nnd der 
weiteren Annahme, das3 die Gebilde freie Bewegung gestalten) 
veröffentlicht sind. 

Ein vollständiges Lehi-gebände der nichteuklidi sehen Geo- 
metrie hat sieh im Na«hlass von Gauss nicht gefunden. In 
den Ruhm, ein solches zuerst veröffentlicht zu haben, 
theilen sich zwei ausländische Mathematiker, Der eine ist 
Nicolaus Iwanrnmisoh LobatschefshiJ, von dem sogleich noch die 
Rede sein wird, der andere Jokarm Bolyai, ein Ungar, dessen 
Vater Wolfgang Bolyai ein Studienfreund von Gauss war nnd 
selbst noch versucht hatte, einen Beweis des Parallelenasiomes 
zu geben. Lobatsckefskifa Abhandlung >Ueber die Anfangs- 
gründe der Geometrie* erschien im Jahre 1829, allerdings 
für die Mehrzahi der Mathematiker unzugänglich, da sie in 
masischer Sprache im »Kaaaner Boten« veröffentlicht ist. 
J.Bolyai'a äAppendis, scientiam spatii absolute veram exhibensi' 
erschien als Anhang zu dem Lehrbuche seines Vaters (sTen- 
tamen iuventutem studiosam in elementa matheseoa . . . in- 
troducendi . . .J im Jahre 1832. (Beide Werke sind wieder 
herausgegeben Budapest 1897). /. Bolyai'& Werk wurde von 
Gauss sehr gelobt in einem Briefe an seinen Freiiud Wolfganig B. 
vom ,6. Mära 1832 {G<mss Werke VIII, Seite 220], oder viel- 
mehr, Gauss meinte, er dürfte die Schrift nicht loben, denn 
»sie loben, hiesse mich selbst lohen: denn der ganze Inhalt 
der Schrift, der Weg, den Dein Sohn eingeschlagen hat, und 
die Resultate, zu denen er geführt wird, kommen fast dnreh- 
gehends mit meinen e^eneu, zum Theil schon seit 30 — 35 
Jahren angestellten Meditationen flberein.* Lobatschsfsidfa 
Untersuchungen wnrden Gauss erst später zugänglich, zuerst 
die »Geometrischen Untersuchungen zur Theorie der Pai'allel- 
linien, Berlin 1840« (siehe unten); dann aber hat Gauss sieh 
die russische Sprache angeeignet, um auch die andern Schriften 
lesen zu können. Er schreibt darüber an Sdmmaeker in seinem 
Briefe vom 28. November 1846 [Gmm Werke VIIT, Seite 2381, 
(lass er ueues darin nicht gefunden habe, »aber die Ent- 
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ftiikeliiug ft aut 'iuleiem ^\oge gemacht, ils ich ^elb^t em- 
ge-ichltgen hibe, uud znii vou Lobrttuhef I ij ^ul eine meistei- 
hafte Alt in acht geometiisehem beiste 

Soviel sei hiei zm Emleitnng bemeikt, um das Veih iltniss 
dei beiden Männei, die zum eisten Male die niohteiiklidisclie 
Ueometiie auattthilieh und ledei für sich auf bmnd selbstin- 
digei Uatereuehungen dai^estellt und veioftentbcht haben, zu 
ihiem eriten Entdecker anzugeben 



2. N. J. LohatschefskiJ's Leben miA Werke. 

Eine ausführliche Lebensbeachieibung LobatschßfsUJ'a, der 
auch die folgenden Mittheilungen entnommen sind, findet sieh 
in dem Buche: Nikolaj Iwamywitsdi Lohalschefslc^. Zwei geo- 
metiiache Abhandlungen aus dem Kusaiachen tibersetzt, mit 
Anmerkungen und einer Biogi'aphie des Verfassers von F. Engel. 
Zwei Theile. Leipzig 1898 und 1899 (Ei-aterTheil: Die Ueber- 
setznng. Zweiter Theil : Anmerkungen. Lobatsckefsldj's Leben 
und Schriften, ßegiater). 

Nikolaj IvmiovÄtsck LobaiscJiefskij, am 23. October (2. No- 
vember) 1793 in einer Stadt des Gouvernements Nischni- 
Nowgorod geboren, war der zweite Sohn seiner Eltern. Sein 
Vater, der eine bescheidene Lebenaatellung hatte, atarb frtth, 
schon im Jahre 1797. Die Wittwe zog nach Kasan, wo sie 
es durchsetzte, dass ihre drei Söhne auf Staatakosten erzogen 
wurden. LobatsckefsUj beauohte das Gymnasium und studirte 
von 1807 an bis 1811, wo er Magister wurde an der im 
Jahre 1805 gegrtlndeten Univeraität Kasan. Den grössten Ein- 
änas auf ihn hatte der Professor der Mathematik Bartels, ein 
Landsmann nnd Freund von Gauss, der mit einer Eeihe von 
andern deutschen Gelehrten an der nissischen Universität ge- 
wirkt hat. 

Der Universität, an der er studirt hat, hat Löbatschefsky 
auch seine ganze Lehrthiltigkeit gewidmet, vom Jahre 1812 an, 
wo er den Auftrag erhielt, einen zweisttlndigen Lehrkurs Aber 
Geometrie und Arithmetik abzuhalten, bis zum Jahre 1846. 
1816 wurde er zum Professor ernannt. 1827 — 1846 war er 
Eector der Universität. Dann wurde aein Lehrauftrag, der 
ihm aohon über die gesetzmäsaigen 25 Jahre hinaus verlängert 
worden war, nicht erneuert, er wurde aber znm Vertreter des 
Kurators ei-nannt, uud erst im Jahre 1855 ganz in den Ruhe- 
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stand versetKi Am 12, (14.) Febnni IH-jG staub er, nsicli 
einem Lebensabend, der durch Ungltiek m seiner Familie [der 
älteste seiner drei Söhne, die nebat emei Tochter der im 
Jahre 1832 geschlossenen Ehe entatimmten, starb als Student) 
und Verlust des Augenlichtes getmbt wai 

Seine wissenschaftliche Lebensaibeit wai m erster Lbie 
der nichtenklidi sehen (imaglnäi'en) Geometrie gewidmet, doch 
fand sein erster, im »Kaaauer Boten« in russischer Sprache 
erschienener Aufsatz »Ueber die Anfangsgründe der Geometriei^ 
(1829 — 1830) und die in den Kasaner gelehrten Schriften 
ebenfalls i-ussiseh veröffentlichten »Nene Anfangsgründe der 
Geometrie« (1835 — 1838) wenig Anklang. Er wendete sieh 
daher an einen grösseren Kreis, indem er sieh der franzö- 
siaehen Sprache bediente in dev Abbandlnng sGöom^tiie ima- 
ginairei [Crelk'a Journal 17, S. 296—320, Berhn 1837) und 
der äentsohen (s Geometrische "Untersuchungen zur Theorie der 
ParalleUiuien« von Nicolavs LohatseJiefsMj. Berlin 1840. In 
der Fineke'schen Buchhandlung. [HieiTon ist 1887 ein Fac- 
similedmck erschienen]). Diese Schrift lenkte das Interesse 
von GoMss auf Lobaiscfteßkij. Seine letzte zusammenfassende 
Schrift Über die von ihm nea geschaffene geometrische Lehre 
ist die tPangeometrie" , welche hier zum ersten Male in 
deutscher Sprache erscheint. Es giebt davon zwei Original- 
texte, einen französischen: 

'Pangöometrie , ou pröois de geometrie foudee snr une 
thöorie gönörale et rigoureuse des paralleles , par 
N. Lobatsoheffshij , Professeui- ^möiite de l'universitö de 
Kasan et niembre honoraire de l'universitö de Moscou« 
erschienen in einer 1856 zum fünfzigjährigen Jubiläum der Uni- 
versität Kasan von Professoren dieser "Universität herausge- 
gebenen Sammlung, und eine russische üebei'Setznng davon, 
erschienen 1856 in den «Kasaner gelehrten Schriften. < 1867 
veröffentlichte Battaglmi eine italienische Ausgabe im Giornale 
di Matematiche V, S. 273—336, Neapel 1867. 

Der hier veröffentliehten Uebersetzung diente als Grandlage 
der französische Text in der Gesammtau sgabe der geometiiscben 
Abhandlungen Lohatsdiefskifa (Kasan 1883 und 1886], auf die 
sich auch die Angabe von Seiteuzahlen bezieht. 

Zum Sohluss sei hier noch angeführt, wie Lohatscliefshij 
selbst über die Bedeutung seiner neuen Geometrie geni'theilt 
hat (»Ueber die Anfangsgründe' n. s. w. § 15). 
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>iachdem ei festgestellt kit, tUs^ m dem uns ziigängliolien 
Theiltr des Eaiunes die Euklidische Geometne mit grosser 
Annaheiiing iienigstena, [vgl unten Anmerkung 40] gilt, be- 
lli eikt ei 

Wie das autt sein mag, die neue Üeometiie, für die hier 
nunmehr der Giuiid gelegt ist, kann, wenn nie auch in der 
iNatiii nicht besteht, nichts de atowenigei m unaeiei Vorstellung 
hestehen und ts enn sie auch bei wiiklichen Messungen ausser 
t.ebiatich bleibt so eioflnet Sie doch eiu neue=( weites Feld 
tili die Zuwendungen ^on Geometne und Au^hsis auf oin- 

3. Aiunerkuiigen zur Uebersetzung. 

1) Zit S. 5. In seiner Gedächtnissrede auf Gauss theilt 
Sartonus v. Waliea-shausen mit, daas Gwuss die Uebereinstim- 
mung der Winkelsumme im Dreieck mit zwei Rechten inner- 
halb der Fehlergrenzen durch Messung des Dreiecks Brocken 
— Hohenhagen (bei Göttingen) — Inselsberg gefunden hat. 
(Göitss Werke Vm, S. 267). 

2) Zw S. 6. Eine andere Annahme, die häufig wiederkehrt, 
ist die, dass gewisse Fläehenräume uneudÜeh gi'oss sind. z. B. 
erklärt Gauss in seinem Briefe an W. Bolyai (vom 16. Dee. 
1799, G.W. VIII, S. 1B9], dass er die Gflltigkeit des 11. Axioms 
beweisen könne, wenn die Annahme gestattet ist, dass eiu 
geradliniges Dreieck möglich aei, dessen Inhalt gröaaer wäre 
als eine jede gegebene Fläche. 

3J Zm 8. 7. Vgl. das oben iu der Lebcnsbe Schreibung 



4) Zu S. 7. Der Beweis wird a, a. 0. iu der bekannten 
Weise durch Ergänzung au Kugelzweiecken geführt. 

5) Zu S. 7. Dieser Satz wird in folgender Weise bewiesen: 
Ea sei etwa in dem Dreiecke ABC\ dessen Wiukelsumme 
gleich 7t + a sein möge, A 
der kleinste Winkel (Siehe 
Fig. 21). Man halbire BO 
[D sei die Mitte) nnd mache 
DE = DA. Es ist dann 
txADB'^EDG und daher Fiff- äl- 

die Winkelsumme im Drei- 
eck ABC gleich der Winkelsumme im Dreieck ACE. Ferner 
ist in dem zuletzt genannten Dreieck einer der drei Winkel, 
6* 
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etwa DAG wieder uiclit grösser ala ^^BÄO. ludem man 
nuu die Conatruetlou, welche vom Dreieck ABC zum Dreieck 
A CE ftthrte, hinreichend oft wiederholt, wfirde maa zu einem 
Dreieck gelangen, bei dem die Summe zweier Winkel grösser 
iat als TT, und das ist nnmöglich. (Diesen Satz und den fol- 
genden hat zuerst Legandre aufgestellt und bewiesen.) 

6) Zu S. 7. Um diesen Satz zu beweisen, fälle man in 
dem Dreiecke ABC, dessen Winkelaumme gleich ?r sei, vom 
Scheitel des gi'ösaten Winkels (B) aus das Lot p auf die 

gegenüberliegende Seite [Fig. 22). In 
den beiden rechtwinkligen Theildi'ei- 
eoken muss daan die Winkelsnmme 
auch jedesmal ft sein. Hieraus folgt 
weiter, dass man ein Rechteck mit 
den beiden Seiten^ und 5, weiterhin 
Fig. 22. ein Rechteck mit den Seiten np und 

mq construiren kann (durch Anein- 
auderlegen von Rechtecken mit den Seifen p und 5), wo m 
und n beliebig gi-09se ganze Zahlen sind. Zerlegt man dann 
ein solches Rechteck durch eine Diagonale in zwei i-eehtwinklige 
Dreiecke, so muss in jedem derselben, weil sie congrneut sind, 
die Wtnkelsumme gleich tv sein. Um nun zu zeigen, dass in 
einem beliebigen rechtwinkligen Dreiecke DB-E die Winkel- 
summe rc ist (Fig. 23), lege man 
dieses Dreieck in ein grösseres recht- 
winkliges Dreieck mit den Katheten 
jiB=m5>DBundBC==mj5>B.B 
hinein, und ziehe noch dieGerade CD. 
In jedem der drei Dreiecke ACD, 
" " ^ ODE und EDB kann die Wiukel- 

Fig. 33. summe nicht grösser als tu sein, 

andererseits ist aber die Summe der 
Winkel aller drei Dreiecke zasammen gleich Sn, weil daa 
Dreieck ABC die Winkelsumme ?c hat; und es muss also 
jedes der Theüdreiecke , z. B. auch das Dreieck DBE, die 
Winkelsumme tc haben. Hieraus folgt also, dass zunächst in 
jedem rechtwinkligen Dreiecke die Winkelsnmme tr iat, imd 
weiterhin auch in jedem schiefwinkligen Dreieck, weil jedes 
schiefwinklige Dreieck sich ans zwei rechtwinkligen zusammen- 
setzen läsBt. (Geom. Unt. § 20.) 

7) Zu S. 8. Um diesen Satz ohne Anwendung von Grenz- 
betrachtungen zu beweisen, bedürfen wir zunächst einiger 
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Htilfssätze über die Mttteliote der Seiten eines 
Dreiecks. 

Dieselben lauten: 

1) Treffen aich zwei von den Mittelloten der 
Seiten eines Dreiecks in einem Punkte, so geht 
auch das dritte dnrch diesen Punkt. (Beweis elementar, 
dnreh Congmenzsätze.) 

2) Wenn zwei von den Mittelloten der Seiten 
eines Dreiecks sich nicht schneiden, dann achneidet 
auch das dritte keines der beiden ersten. (Dies folgt 
aus 1.) 

Zusatz 1: Haben zwei von den Mittetloten der 
Seiten eines Dreiecks ein gemeiusames Lot (vgl. Zu- 



satz 2), so haben alle drei 
Beweis: Haben (Fig. 24) 
etwa die MitteDo'te der Seiten 
OB nnd AB das gemeinsame 
Lot D'F', 90 fäUe man von 
A, B imd C aus die Lote AA', 
BB' und CC auf dieses ge- 
meinsame Lot; es bestehen 
dann die folgenden Congrii- 
enzen 

ÖDD'C'^BDD'B' 
AFF'A'^BFF'B. 



ames I^ot. 




Fig. 24. 



Fällt man nun noch von l'J 

(der Mitte von AG) ans das Lot EE' auf die Gerade A'C'F'D'B', 

so ist noch 

ÄA'E'E'^üa'FJE, 
nnd daher 

^ E'EA = ^ E'EC = \7i, w. z. b. w. 

Zusata 2: Zwei 
gerade Linien die 
sich nicht achnei- 
den und einander 
nicht parallel sind, 

aames Lot. 

Beweis (Fig. 25) : 
Man denke sich von E 
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(auf ^1 gelegen) das Lot JSP auf g^ geiäUt, ferner die Geraden 
ES" II PC und E£1'\\PD gezogen; die beide nothwend% 
zwischen ^| und jj liegen mösaen; endlich seien noch die Ge- 
raden BB' J_g, und 1| EE', und AA" ]| EE" und ±1;, gezogen. 
Die Mitte zwiachen den beiden Fusapunkten A und ß, nämlich 
der Punkt F,, ist dann der eine Fusspunkt des gemeinsamen 
Lotes, Man kann nämlich leicht beweisen, dass das von Jf, 
aus auf ^5 gefällte Lot F^F^ auch auf g, senkrecht steht. 
Es sei noch F, F'^HJ" || FC) und F, F[n\Bn' || PD) gezogen, 

^AF, r; = ^bf,f; = Tf{AFj 

und 

^F^F^F[ = ^F.J\F[^ n[li\F^), 

^ÄF^F,_ ^ ^BFJ<\ =^^71 : 

Hiermit ist unter der Voraussetaung, dass es zu jedem 
spitzen Winkel a eine Strecke a (« = iT(a]) giebt, der Satz 
vom gemeinsamen Lot bewiesen. 

3) Wenn zwei von den Mittelloten der Seiten eines 
Dreiecks einander parallel sind, so ist auch das dritte 
zu diesen beiden parallel. 

Bew ■ 1 1 tw DD' II FF (Fg "i) kann EE' k 'n 
der beid n L t DD nl FF hn d (n h 1) k nn n 
aber v. \ EE n^ DD o h EE und JT n g n m 
sames L t 1 b f h 7 t 1) al mü n K d 
Mittellot 1 p U 1 






^ \ 1 tt S 1 gt nun 

1 Ul_ dniaalUuA \ 

ö nzk IS lAxnd nknn 
(Fg 26) Um ihn üb 1* n Um 
hm twa a d Faa u b u 

E 14d4dGnk 

hß Line Parallele, GC ebenfalls, die 
Punkte B und G, in denen der Grenz- 
kreis diese Parallelen trifft, sind dadurch 
eindeutig bestimmt, dasa ^B'BÄ = 
-4-A'ABu-a(\^G'GA = ^A'AG ist. 
Nennen wii' nun zwei Punkte B und A auf zwei Pai'allelen 
BB' und AÄ einander correspondirend (nach Qmtss, vgl. 
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y^Mss Werke Vin, 8. 202—208), wenn ^B'BA= -^A'AB, 
SO bekommen wir den Satz: 

Die SciinJttpuakte des Grenzkreiaes, dosaen 
Scheitel Ä und dessen Äxe ÄA' iat, mit den Paral- 
lelen zui' Äxe sind die dem Punkte A oorrespon- 
direnden Punkte auf diesen Parallelen. 

Der zu beweisende Satz aber erhält folgende Fassung : 
Sind Ä und B zwei einander eorrespondirende 
Punkte auf den Parallelen AA' iind BB\ und ebenso 
A und anf AA' nnd GC, so sind ancli B und 
einander eorrespondirende Pnnkte auf den Parallelen 
BB' nnd CC. 

Beweis: Weil AB nnd AO zwei Paare einander coii'e- 
spondirender Punkte sind, ist das Mitteilet auf AB ebenso 
wie das Mittellot auf AC parallel zu AA', BB' nnd CO', 
also miiss auch, nach dem Satze von den Mittelloten, das 
Mittellot sMi BG parallel sein zu diesen Geraden, (Vgl. auch 
die nächste Anmerkung.) Hieraus folgt aber, dass ^B'BG 
= ^ G'OB; d. h. es sind B und G einander eoiTespondirende 
Punkte auf den beiden Pai'allelen BB' und GG', w. z. b. w. 
[Vgl. hierzu »Neue Anfangsgrtlude« § 110—112]. 

8) 2m S. 9. Beim Beweis dieses Satzes vom gegeu8ei%en 
ParaÜeliamus dreier Geraden, der z. B. in der vorigen An- 
merkung gebraucht worden ist, hat man verschiedene Fälle 
zu unterscheiden: 

1) Die drei Geraden liegen in eiuer Ebene; ferner möge 
AA' II CG' und BB' || GC' sein, nnd es mögen die Geraden, 
die in der Figru- (Fig. 27) gegebene 
Reihenfofee haben; es sei ferner die 
Gerade ABC_LGG'. Eine Gerade 
AD (ausserhalb AA'} kann dann BB' 
nicht tl'effen; deimBB' schneidet .^.d' 
nicht, weil man sonst durch diesen 
Schnittpunkt zwei Parallelen zur Ge- 
raden GG' hätte. Jede Gerade aber, 
welche innerhalb AA' verläuft von ^'i^- ^'^• 

A aus (z. B. AE], muas BB' schnei- 
den, denn BB' schneidet das Dreieck AGE im Punkte B, 
muss also aus diesem Dreieck wieder austreten, nnd der Ans- 
trittspunkt kann nur auf der Geraden AE Hegen. Wenn 
AA' [[ BB' und BB' \\ CC vorausgesetzt ist, ändert sich der 
Beweis ein wenig. 
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Dem Sätze können wir, sobald die drei Geraden nidit in 
einer Ebene liegen, aucii folgende Fassung geben: Zwei 
Parallelen sind in der dritten Geraden parallel, in 
der zwei dureli die beiden ersten Geraden gelegte 
Ebenen einander schneiden. 

Dieser Satz wird so bewiesen (vgl, Fig. 28): Ea seien ÄA' 
und BB' zwei parallele Gerade, OG' die Schnittlinie von zwei 
Ebenen, die durch AA' mid BB' 
r.' B' geben, ea sei ferner ^ C AA' = 
^ABB' = -^'fi. CC kann weder 
A A' noeh BB' treffen. Es sei end- 
lich noch A, a»f ÄA' so bestimmt, 
AsjSs '^BA,A=^^jt ist. Jede Ge- 
rade, die im Winkelraume ACA, 
verläuft nnd von C aTiagebt, mnss 
AÄ' notbwendig treffen ; um zn zeigen, 
dass eine im Winkelraume Ä^ CG' 
verlaufende, von C ausgehende Ge- 
rade AA' trifft, legen wir durch diese 
Gerade (GX) und durch GB die 
Ebene. Diese Ebene schneidet die 
Ebene A'ÄBB' in einer Geraden BX, welche, im Winkel- 
ranme A^BB' verlaufend, AA' nothweudig in einem Punkte 
X treffen muss, d. h. die im Winkelraume Ä,OC' verlaufende 
Gerade trifft ÄÄ' in einem Punkte X. Hiermit ist der Paral- 
lelismns von AA' und GG' bewiesen.; ebenso beweist man den 
Parallelismus von BB' und CC. 

9) Zu S. 9. Dieser Satz, nämlich dass die Summe der 
Kanteuwinkel eines Par- 
alleldreikants gl ei eh /f ist, 
wird in folgender Weise be- 
wiesen: 

Es seien ASG drei Punkte 
auf den drei Parallelen. Durch 
einen Punkt B' von BS' und 
durch die Gerade AG legen 
wir die Ebene, und constrniren 
sodann um A, und B' als 
Mittelpunkte Engeln vom Halb- 
messer 1, deren Schnittpunkte 
mit den in der Fignr (vgl, 
Fig. 29) vorkommenden Gera- 



Fig. 28. 
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deu itt geeigneter Weise bezeichnet werden. Bezeiclinen wir 
noch die den Kanten AÄ', BB', CO' zugehörigen Kanteii- 
winkel mit «, ß, y, so ist der Inhalt des sphärischen Dvei- 
eekä E,A'F^: 

ebenso der Inhalt des sphärischen Dreiecks E^C'I)^: 
r = ^(^ C'E^D^ + ^E^D, C + y — n) . 

Bezeichnen wir noeh den Winkel ^A'E^F,:=^ C'^i^, 
mit Ö, so ergeben die beiden Gleichungen: 

^B,F,Ä = 2p+7t — a — d 
^E^D^a'= 2q-{-7i: — y — S. 
Endlich ergiebt sieh für den Inhalt des sphflriächen üveiccka 
Sj^, (7, der Wei-th 

r = i,{6 + a - 2p + ö -^ y ~ 2q-\- ß - 7,-) 
= ^ _ p _ 5 + ,i- (« 4- ^ + j- _ ^() . 

Lässt man nnn B' immer weiter im Sinne des Parallelismua 
sieh von B entfernen, so nähern sich die vier Grossen r, d, 
p und q alle der Grenze Nidl, und hieraus folgt 
ß + (3 + 7 = ?r, w. Ji, b. w. 

10) Zu S. 9. Zum Beweise dieses Satzes sei Folgendes 
bemerkt: 

Es sei (Fig. 30) AA'\\BB' nnd AB±BB', ferner B, 
ein Punkt auf i^S' der von B aus nacli der Seite des Paral- 
lelismus entfeiTit ist; man eniehte in 
ihm das Lot B, A^ := BA und zielie 'i-—~dL^_f' 
die Gerade AA,, endlieh errichte man 1 \~~~f''^' 

auf OB, das Mittellot BgJj. Man er- / , 

kennt dann sofort, dass A^A^ und B^B^ -^ -^ — ^ — >-S' 

sieh weder sehneiden, noch parallel zu ' 

einander sein können, dann muss aber Fig' 30. 

der Schnittpunkt von AA' und 5, J^ 

nothwendig zwischen A, \mä B^ liegen, weil die Piitllele 
nothwendig zwischen der sehneidenden Geraden AB und dei 
nicht schneidenden Geraden AA^ liegt, d. h. es nimmt die 
Entfernung der heideu Parallelen (die Länge des -lOn einem 
Punkte der einen auf die audere gefällten Lotes nich dei 
Seite des ParalielJsmns hin ab. 
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11) Zu S. 16. Man erhält diu hier entwickelten Formen 
sofort durch Betrachtung des Ebenenstflckes O'CBB' (Fig. 3), 
indem man noch durch G den Grenzkreia legt, dessen Axe 
OC ist. 

12) Zu S. 31. Gemeint ist die oben in der Lehensbe- 
achreibnng ei-wähnte Abhandlung sTJeher die Anfangsgründe 
der Geometrie«. 

13) Zu S. 32. Diese Erkläiaing des Grenzkreises haben 
wir oben [Anmerkung 7) benutzt, nm ohne Grenzübergänge die 
Eigenschaften des Grenzki-eises ab/.ideiten. 

14) Zij, S. 34. Die Formel 

für den Kreisumfang, welche ftlr fc = 1 in die Lobatschefskij-- 
äche übergeht, hat Gaitsa bereits im Jahre 1831 in einem 
Briefe an Schwiiachßr mitgetheilt ( ffßitss Werke VIII, 8. 218). 

15) Zm S. 37. Um die Formel 23 zu erhalten, hat man 
zuerst den Nenner der vorhei-gehenden Formel zu vereinfachen. 
Die Glieder, welche tangZ- nicht enthalteuj sind 

cos^sinJTfa) siiiJIfa;) — sin^ tangJ7(ß)coBJ7[a;) , 
und dieser Ansdnick verschwindet, da 

tangjl = tangi7(a;) cosiJ(a} . 
Der Factor von tangi wird 

tang/I(ß) co3JI(s;) cos^ sin J7(a) 3inJT(ic) + sin^ 
_ (sinjr(a)cosJT(3:) 3inJr(a) 3in.n(a;) + coaJ7(ft] tang^)co3it 
~ cosJJ'(«) 

eos^ ain/Tfcc),^ , ,_, , . „ „, .> 

cos-i siniJte) . „, , 
cosJT(ß) cosJTfai) * ' 

Setzt man diesen Werth in die zu vereinfachende Formel ein, 
und b ertick sichtigt man noch, dass 

cosJ7M = cosJT(a.):eos^, 

so erhält man Formel (23). 

16) Zu, S. 40. Man vergleiche hierzu die geometiische 
Ableitung desselben Satzes in Anmerkung 7, 2), Zusatz 2. 
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17) Zu S. 42. An Stelle diesei- zweiten Foi-mel ateht bei 
Lohatsßh&fskij sowohl im mssisehen wie im französischen Text 
der folgende Ausdruck 

co8i7{5) = cosJT[^3:l 8inJ7(^,) . 

18) Zu S. 48, Es ist nämlich bis auf Grössen zweiter 
Ordnung nach dem soeben entwickelten Satze der Inhalt dJ 
des Vierecks, das von den beiden Ordinaten y und y + dy, 
dem Ourvenelemente ds und dem Elemente dx der Abseiasen- 
ase begrenzt ist; 

dJ = 2-71 — S ■ ^7C ~ cp = l-ft^ ff . 

Dabei ist unter (p der Winkel zu verstehen, den das vom 
ersten Puukte auf die Ordinate des zweiten Punktes geföUte 
Lot mit der Ordinate dea eraten Punktes einschliesst. Wendet 
man nun hierauf die Formel (vgl. Znsatz) an : 

co^<p = min{y] cf>tll[dx) , 
so kommt bis auf Grössen zweiter Ordnung die zu buweiaeude 
Pormel 

äJ = dxQ,otlT(y) . 
Zusatz, Um die hier angewendete Formel zu beweisen, 
die sich auf das Viereck mit drei rechten Winkeln bezieht, 
müssen wir auf die PoiTueln (25) und (26) (Seite 39) zurflek- 
greifen. Danach wird in dem Viereck (Fig. 12) 

1 cosJIfaj cosilte) 

cos w = = = r-, -- = 

Vi + tangV^ Vcos°-i7(3:) cos^i7(a) + sin'J7(«) 

aosnjy) cos TT (a:) cosJr(i/) C09Jr(a;) 



I»l/c( 



:^(p ^ cot n{y) eotJI(a 



Setzt man darin für x ein dx, so erhält man die angewendete 
Formel. 

19) Zu S. 48. Bei Lohatsckefskij steht sowohl Jm russischen 
wie im französischen Teste hier sin*^ an Stelle von eos*^. 

20) Zu S. 48. Um die Formeln zu bestätigen, hat man, 
indem man 

n[y} = »; , nix] = S , n{a} = « 
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